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Lucrarea conţine probleme din fizica predată in liceu. Se adresează elevilor 
din liceu, celor care se pregătesc pentru treapta a I-a de liceu, pentru examenul 
de bacalaureat si pentru examenul de admitere în învăţămintul superior, 

Pe lingă problemele ,,obișnuite” rezolvabile cu ajutorul algebrei si trigono- 
metriei, care se învaţă în prima treaptă de liceu, lucrarea conţine probleme de 
fizică de nivel mediu (notate cu asterisc *), rezolvabile cu ajutorul calculului dife- 
rential si integral, care se inva(á în treapta a doua de liceu, Elevii din clasele 
terminale de liceu știu să deriveze și să integreze funcţii chiar mult mai complicate 
decit cele necesare pentru fizica de liceu, dar nu știu să aplice aceste cunoștințe 
la rezolvarea problemelor de fizică. De aceea autorul dă rezolvări foarte amănun- 
fite pentru aceste probleme. Astfel de probleme vor învăţa pe elevi să aplice 
acest minunat instrument matematic la rezolvarea problemelor de fizică de nivel 
mediu, învăţindu-i să facă raționamentul de bază, fizic și matematic, pentru 
scrierea relaţiilor diferenţiale ale proceselor sau fenomenelor fizice studiate. Aceas- 
tă parte poale fi folosită si de studenti la cursurile de fizică generală. Breviarele 
se referă în special la aceste probleme. 


La sfirsitul cărţii se dau Tabele utile de constante fizice, 
* — probleme rezolvate amănunţit cu ajutorul derivatelor (cl. XI). 
** — respectiv cu ajutorul integralelor (cl. XII). 
(*), ("*) — probleme care conţin și o rezolvare fără derivate, respectiv fără integrale. 


Vol. I. Mecanică : 556 4+ 37* + 98** — 691 probleme. 
Urmează vol. IT. Termodinamică, vol. III. Elcetricitate, vol. IV. Optică și Fizică 
atomică. 
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—— INTRODUCERE 


Citeva observaţii generale privind rezolvarea problemelor notate cu 
asterisc « (unele din ele, notate cu asterisc în paranteze, se pot rezolva 
cu matematici elementare). 

Mărimile fizice sint de obicei variabile în spaţiu, de la punct la punet, 
și în timp, de la un moment la altul, adică sint funcții de coordonate și 
timp : f(v, y, 2, t). Pentru a scrie relaţii „globale” pentru fenomene și 
procese avind loe într-un volum oarecare si într-un interval de timp oare- 
care ar trebui folosite valori medii — mediate pe volumul şi intervalul 
de timp respective. Dar însuşi calculul acestor valori medii implică folo- 
sirea calculului integral. De aceea se studiază întîi procesele „local”, 
adică intr-un anumit punct (z, y, 2) si într-un anumit moment t, mai exact 
într-un element de volum dV situat in punctul considerat (v, y, 2) (adică 
intr-un volum AV infinit de mic — infinitezimal — care tinde cátre zero, 
restringindu-se la punctul considerat) si într-un interval de timp infinite- 
zimal dt în jurul momentului considerat t (adică într-un interval At infinit 
mie — infinitezimal — care tinde către zero, restringindu-se la momentul 
considerat t). Se stabilesc apoi relaţii „diferențiale” între diferentialele 
mărimilor interesate și insfirgit se integrează („sumează””) ecuaţiile diferen- 
piale obţinute pe volumul si intervalul de timp dorite. 

n locul cuvintelor: „mărime infinit mică” („infinitezimală”), dife- 
rentiala unei mărimi, vom folosi cuvintele : „element de ... ” sau ,, ...ele- 
mentar(ă)”, de exemplu : element de arie dS sau element de volum dV , depla- 
sarea elementară dr , lucrul mecanic elementar d.L = Far sau dL = pdV efec- 
tuat intr-o deplasare elementară sau într-un procos elementar de destin- 
dere a unui gaz, etc. 

Iată citeva exemple simple: 

a) Fie o substanță distribuită neuniform într-un vas. Raportul 


p= my (0.1) 
dă densitatea medie pe volumul V. Pentru a obține densitatea intr-un 
punct dat considerăm un element de volum dV situat în punctul dorit, avind 
masa dm. Atunci raportul 

= qn ya) (0.3) 
e dY DR PE . 
ne dá densitatea in acel punct. Luind diferite puncte obţinem densitatea 
£(2,y,2) ca funcție de punct. Invers, cunoscind densitatea p(x, y, 2) cu 
care este distribuită substanța, putem calcula masa oricărui element 
de volum : 


dm = gdV = p(x, y, 2) dV (0.3) 
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şi prin integrare (sumare) pe volumul dorit, găsim masa totală : 
m = C = | odV = | els, y, 2) aV. (0.4) 


7 y 
b) Să caleulám lucrul meeanie efectuat de un gaz perfect într-o trans- 
formare izotermá. Să considerăm întîi un proces elementar de destindere, 
adică un proces in care parametrii (p, V) de stare se schimbă infinit de 
puțin (presiunea p se schimbă cu dp, volumul V cu dV). Lucrul mecanice 
elementar efectuat într-un proces elementar de destindere este 
dL = pdV, (0.5) 
de unde într-un proces finit de destindere de la volumul inițial V, pînă 
la volumul final V, (fig. 0.1) : f 
2 


L =faz = (mov. (0.6) 


Fig. 01 


Nu avem voie să scoatem presiunea p de sub semnul integralei decit 
dacă p ar fi constantă. Pentru a face integrarea trebuie să exprimăm presi- 
uaea p în funcţie de volumul V. Din ecuaţia de stare avem 


: p= «RI[Y, (0.7) 
deci i f 
Es E eve amp ao icum int (0.8) 
y y Y, 
Y, LA 


(am scos de sub semnul integralei mărimile constante v, R, T). 
c) Fluxul magnetic îmbrățișat de un circuit variază după legea: 


P = P, sin (ot + a). (0.9) 
Să aflăm t.e.m. indusă ca funcţie” de timp. Formula 
PC (0.10) 
At 


ne dă t.e.m. indusă medie și anume mediată pe intervalul de timp Åt în 
care fluxul a variat cu Ac. T.e.m. instantanee la un moment f se obține 
luînd un interval At infinit de mic în jurul lui t (care descrește, tinde câtre 
zero în jurul lui ż) şi caleulind variaţia infinitezimali corespunzătoare a 
fluxului, cu alte cuvinte făcînd trecerea la limită: 
i dod e uum Lig, (0.11) 
Ai50 At dt 


deoarece limita raportului dintre creşterea. (variaţia) funefiei si creşterea, 
(variaţia) variabilei independente reprezintă derivata acelei funcții in 
raport cu variabila respectivă . Punctul deasupra unei litere înseamnă 
derivata acelei mărimi în raport cu timpul (notația lui Newton folosită mai 
ales în mecanică). 

Pentru funcțiile de o singură variabilă : 


df = f'(2) da, (0.12) 


adică derivata se reprezintă ca raport de diferentiale: 


; df 
f(zr) 2-——. 0.13 
E (0.13) 
În cazul nostru derivăm ca funcție de funcţie : 
o q t 
facta G SERT HM = Dcos (ot + x): — (0.14) 
dt d(ot + a) dt 


d) Numărul de nuclee care se dezintegrează într-un interval de timp 
infinit de mic dt este proportional cu numărul de nuclee nedezintegrate 
N existente în acel moment t şi cu intervalul de timp infinitezimal dt 
considerat : 

QN = — XNdt, A — constanta radioactivă (0.15) 


(pentru intervale At mari nu mai existi proportionalitatea amintită), 
minusul se datoreste faptului că numărul nucleelor nedezintegrate scade 
în timp, deci AN < 0. Am obţinut o ecuație diferențială, adică o relaţie 
între funcția (necunoscută), variabila (independentă) si diferentialele 
lor. Un caz frecvent şi important este cazul separării variabilelor. Trans- 
criem ecuația diferențială astfel încit într-un membru să apară funcția 
si diferenţiala sa, iar în celălalt membru — variabila independentă si 
diferenţiala sa (constantele pot fi lăsate în oricare membru), pentru a 
putea integra separat fiecare membru în raport cu variabila sa (Metoda 
separării variabilelor). 

Separam deci variabilele în ecuaţia (0.15) și integrăm de la t= 0 
cind numărul nucleelor nedezintegrate este No, pină la un moment t 
oarecare cînd numărul nucleelor nedezintegrate este N : 


N 1 1 


= — dt, e E - pat — » (0.16) 
Ne E 5 0 
N 2 
In —— = — àt, de unde N = Noe (0.17) 
tac) | 


Se poate face integrarea nedefinită (cele două constante de integrare 
aditive se resting la una singură) : 


INN = —2 4- €, (0.18) 


unde constanta de integrare 0 se determină din condiţia iniţială : la momen- 
tul t = 0 numărul nucleelor era N,, deci 


In Ns, = — 4:0 +0, de unde C = In No, (0.19) 
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lo N = — àt + ln N, 1n——-— — X, N= Ne. (0.20) 


De multe ori este preferabilă integrarea nedefinită in care constanta de 
integrare se determină din condiţiile initiale sau la limită. 

Amintim două teoreme utile : 

1. Dacă suma a două mărimi variabile este constantă, atunci produsul 
lor este maxim cînd ele sint egale. Geometric : Dintre toate dreptunghiurile 
izoperimetrice aria maximă o are pătratul. 

2. Dacă produsul a două mărimi variabile este constant, atunci suma 
lor este minimă cind ele sint egale. Geometric : Dintre toate dreptunghiurile 
de aceeaşi arie perimetrul minim îl are pătratul. 


=== Vol. 1. MECANICA. === 


—— BREVIAR 


Veetorul deplasare AF = F, — F, are drept componente deplasările 
pe axele de coordonate: As = z,— ay, Ay = y; — y,. Raportîndu-le 
la intervalul de timp At obținem viteza medie şi trecînd la limita At — 0, 
obținem viteza instantanee (tangentă la traiectorie) : 


Ped. AT Lu af. 
aro Al dt 
dg A dy r 
9, = -—g(l-—sm, v--——-wuy(t)-y. (1.1 
EP (t) &O* 7 yt) =y ) 


Componentele vectorului viteză pe axele de ccordonate ortogonale sint 
egale cu derivatele coordonatelor respective în raport cu timpul. 

Analog, componentele vectorului acceleraţie pe axele de coordonate 
ortogonale sint egale cu derivatele componentelor respective ale vitezei, 
în raport cu timpul, sau cu derivatele de ordinul doi ale coordonatelor 
respective în raport cu timpul: 


dd 99. qua) 9, 
A0 At dt 
TUER MER PEE. (1.2) 
z dt A x T c; ws usd 
ap = TA = et) $, = si) = ii 
dt 
Derivata de ordinul doi se serie cu ajutorul diferentialelor astfel : 
d d. & i d c 
Ma uil su. f sau (...g 2——(...) (1.3) 
da dæ da 
deci i ste „operatorul” de derivare în raport cu w. 
T 
Za dii au d d (df) d?f 
ro) = ak = str = E) - ST. (4) 
j dz da (da da? 
În cazul unidimensional vom omite indicii : 
da x do j > d’g " 
v= —— = gt)-—d4,a-—-—-—vw(t)—6$-—z«"(t- -=Ë 1.5 
dt dioc dt 9 Meran d ad: 
de unde 
dz = vdt, de = udt (1.6) 


și prin integrare: 


a (as E v (av (aa: (1.7) 


e 
~“ é J 


În cazul miscárii circulare neuniforme viteza liniară 8i cea unghiulară 


sint 
o = lim 2 = di = s(t) = $, 
At=0 At dt 0.8) 
€ = lim BT — de = (t) = ô, 
Ar At dt 
s= OR, s(t) = 0' (t) sau v= oR, (1.9) 
de unde 
È 
ds = vdt, s e zs (rar dO = odt, es = j odt. — (1.10) 
Accelera(ia se descompune in componentele normală si tangenţială : 
d? v? dv d?s 
a = —, (a= — — WR, d, = — [= s(t) = — — em 1.11 
ai’? R DE rr () de Q (1.11) 
unde c este acceleratia unghiulará : 
do ! d*0 x 
e = — = Zvw (t) = ò = "(t) = — = 8. 1.12 
dt 9 9 dae ( ) 


Mai general, într-o mişcare curbilinie oarecare acceleraţia se descom- 
pune în componentele tangenţială si normală : 

2. dé Se dv ur ds m v? 

a ——, q-—--—8 (t) = —--— S, Qr = — 

dt dt » dt? R 

unde R este raza de curbură a traiectoriei, care se defineşte prin elementul 

de are de curbă ds raportat la unghiul d0 (în radiani) subintins, definit 

de normalele marginale la arcul ds (sau unghiul dintre tangentele margi- 

nale), ca in fig. 1.1. : 


; (1.13) 


E w (ds = 49), (1.14) 


adică arcul ds este aproximat cu un element de arc de oere (corcul de cur- 
bură) de rază R cu centrul de curbură C care subintinde un unghi la 


centru d0. 


Lucrul mecanic elementar AL efectuat într-o deplasare elementară 
dr de o forță F este definit prin produsul scalar : 
aL = FaF = F,ds, (|dr|—|dsp, (1.15) 
unde F, este componenta tangenţială a forţei şi ds deplasarea elementară 
pe traiectorie. În cazul unidimensional: 


dL = F dz, 1 =h rav. (1.16) 


Din principiul II al mecanicii rezultă teorema variației impulsului 
pentru punctul material : 


h m 
F at = m di, Vu si d$ = m$y— m$; (1.17) 
" va 


care proiectată pe axe dă ecuaţiile algebrice : 


h fs 


uu At == mv — mus, Z dt = meg, — Meta (1.18) 
f LT 


Energia potenţială a unei particule supuse la forte conservative se 
defineşte prin lucrul mecanic al acestor forțe : 


dE, = — àL, yer. = AB, = -faz = EL. (1.19) 


Alegind un punct de referinţă P, (de obicei, la infinit) in care considerăm 
D= 0, avem pentru un punct P: 
P 


£, =-|ar = — Lpr (1.20) 
Fe 


De exemplu, energia potenţială de interacţiune gravitaţională a două 
particule (sau sfere omogene): 


E, = 2: Far =-— | — y m dr, = "nj E = 
z 4 
i zi 3 (1:21) 


_ Ld A Ama 
=ymm | — | Ré euet 


leo r 
Teorema variației energiei mecanice a unei particule supuse la lorte 
«onservative si la forţe neconservative : 


AE = (E, +- E,) = Lacon (1.27) 
! j 
"RM iz Z 
| 
E 
/ EET 
l YI 
PNR ANN A O 
t & H 
au egt 
* 
Momentul de inerție al unui sistem de particule față de o axă: 
I= »» my, (1.23) 


unde R, sint distanţele particulelor respective m, pini la axă. 
în cazul distribuţiei continue in locul particulei m, avem elementul de 
masă dm = odV cu distanța I piná la axă: 


1= ran = pr dV, (1.24) 


unde p poate fi scos in afara integralei numai dacă este constant, adică 
pentru corpuri omogene, cînd integrala devine pur geometrică, 

Teorema lui Steiner. Momentul de inerție Z al unui corp faţă de o 
axă oarecare este egal cn momentul de inerție 7, al corpului faţă de o axă 
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paralelă cu cea dată dar trecind prin CM plus masa corpului înmulțită 
cu pătratul distanţei CM pînă la axa dată: 
I = I, + mR. (1.25) 
În cazul rotației în jurul axei fixe: 


M =[Ie:, P = Mo, Pdt = dL = Modt = Ma0, L=\ Mao, (1.26) 


unde P este puterea şi M momentul forţelor în raport cu awa de rotafie. 
* 

Valoarea medie a unei mărimi f(t) pe un interval (t, 4) este acea 
valoare constantă f care dă aceeaşi arie de sub grafic ca şi mărimea varia- 
bilă însăşi (fig. 1.2): 

h te f. 
, 1 m 
fi i= | soar a Ne, Pj-— Moa. (1.27) 
Li] ^h E ! h 
Valoarea medie depinde de intervalul pe care se mediază. Pentru mărimi 
periodice valoarea medie se ia de obicei pe o perioadă (dacă nu se specifică 
altfel). 

Proprietățile valorilor medii : 

const = const, const: f = const. f, f +9 — f +p, (1.28) 
dar in general: 


fyz Îi, (1.29) 
unde avem semnul egal numai dacă mărimile f, g sînt independente (statis- 
tic necorelate sau necoerenve). 

Dacă o mărime variază liniar în funcţie de un parametru, atunci valoa- 
rea sa medie în raport cu acel parametru este egală cu media aritmetică 
dintre valorile iniţială și finală ale acelei mărimi. De exemplu în mișcarea 

à : m 1 
uniform variată v = vg -+ at $i atunci = um (vi + 22), 


Exemple: 
SE yu i că 
sin (ot a) = EJ | sin (ot + 2) d = — a COS (ot+ a) ines 
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= -leos (ot + oT + a) — eos(ot + «)] = 0, (oT = 2n), 
[ 


cos (ot + «) = 0, (1.30) 
ceea ce era evident din interpretarea graficá a valorii medii. 


l—uULITTA COMPE 
E DUE x) 1 — 7 os Gut F 23) do 


2 2 2 
(1.31) 


sin? (et + a) = 


— — e I 
cost(ot + x) — 7 
2 


sin (oi +a) sin(ot + 8) = cos (ot +a) cos(et +8) = i cos (« — B), 


(1.32) 


sin (ot + «) cos (ot + B) = sin (a — p). 


Media unei bucle (,,alternante") de sinusoidă : 


T2 
ira 
———ÀXÀJ0. Tja 1 " 1 — osot | 2 4 
i ix. A pini a Ah e = . 1.33 
sin o TE | sin ot d TÉ ym b x ( ) 
o 
Pentru un oscilator armonic : 
a 1 , l PE 7] 1 "ORE: 
de = — mv? = ——mo*A*cos(ot-F a), E, = e mo’ A? = — 
] 1 1 a cina 1 s E , 
Wy tem ka? = s kA? sin*(ct + a), E, zc fa sci, (1.34) 


i l 
k = mo?, E = B+ E, — kA? = — mo*4A* = const. 
D " 


Scriind F = — ko = ma = mă, obținem ecuația diferențială a oscilato- 
rului armonic : 

" d*z " q 

č -+ ow — 0 sau an + os = O. (1.35) 


2,» 


ti 


== Voi. 1. MECANICA === 


=m 1,1. PRINCIPIILE 
MECANICII 


1.1.1. Un fir rezistă la un corp atirnat de masă maximă m, = 8,0 kg 
în cazal ridicării corpului cu o anumită accelerație si la masă maximă 
m, = 12,0 kg în cazul coboririi cu acecaşi (în modul) accelerație. Care este 
tensiunea de rupere a firului? 

1.1.2. Un camion de masă m, = 3,0 t tractează accelerat o remorcă 
de masă ma = 2,0 t. Forţa de tracțiune dezvoltată de camion F' = 2,5 kN. 
Considerind că forţele de rezistență sint proporționale cu greutățile, aflați 
forța de tensiune din cablul orizontal de remorcare, 

1.1.3. Două corpuri de mase my = 0,100 kg, ma = 0,300 kg, legate 
printr-un tir, sint trase in jos cu o accelerație a = 19,8 m/s?, ca în figură, 
Aflaţi forța de tracțiune F şi tensiunea din fir. 


n7 fală 


1,4. Un corp de masă m, este tras în sus cu o forță F. De acest corp 
este prins un alt corp de masă ma prin intermediul unni lanţ de masa 
mo Cà în figură. Atlaíi tensiunea din lanţ la o distanță de m, egală cu o 
tracţiune f din lungimea lanţului. 

1.1.5. Două baloane meteorologice sferice de diametre egale dar de 
mase diferite : m, = 3,00 kg, ma = 1,00 kg sint legate între ele printr-un fir 
lung și coboară liber vertical în atmosferă liniştită de la o înălţime mare. 
Care va fi tensiunea, din fir după un timp suficient de lung? 

1.1.6. Ciutura unei fintini, umplută cu apă de volum V = 10,0 L, 
are un orificiu prin care curge apă cu debitul g = 0,100 L/s. Ciutura este 
ridicată uniform la suprafaţă, în timpul z = 10,0 s, dar imediat; se rupe 
sfoara și ciutura cade inapoi în fintină de adincime h = 4,9m. Citá apă 
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va contine ciutura in momentul cînd ajunge in fundul fintinii? (Se negli- 
jează frecárile cu aerul). 

1.1.7. Un dinamometru este format din doi cilindri coaxiali legaţi 
printr-un resort de masă neglijabilă. Tráeind de cirlige eu forţa F, = 13,0 
N, respectiv F, = 4,0 N, dinamometrul arată forța F = 10,0 N. Aflati 
raportul maselor cilindrilor, 

1.1.8. De tavanul unui vagon este suspendat un corp de masă m = 
= 2,00 kg prin intermediul a două fire de aceeaşi lungime așezate sime- 
trie în planul vertical al mişcării, cu unghiul de deschidere 2g = 609. 
Care vor fi tensiunile din fire atunci cînd vagonul frineazá cu acceleraţia 
a — 10,0 m/s?? 

- 1.1.9. Într-un vagon, de două puncte de pe tavan, situate pe direcția 
orizontală de deplasare a vagonului, se află suspendat un fir ideal trecut 
printr-un inel greu care lunecă fără trecări pe fir. Cind vagonul este în 
repaus unghiul dintre firele de suspensie a inelului este « = 60°. Ce accele- 
rajie trebuie să aibă vagonul pentru ea inelul să se găsească în echilibra 
relativ chjar pe verticala unuia din punctele de suspensie ale tirului? 

1 . În schema din figură se dau : m = 0,200 kg, a = 30°. Sistemul 
se mișcă cu acceleraţia a = 2,20 m/s? i e neglijează trecările. Aflaţi 


forja de apăsare pe planul inclinat şi tensiunea din fir. 
E 


Figttfo Fyt 


1.1.11. Pe un plan înclinat de unghi a = 30? poate luneca fără fre- 
care un cărucior de masă m, = 10,0 kg. De cărucior este suspendat printr-un 
fir un corp de masă m= 40,0 kg ca în figură. Cáruciorul este ţinut în repaus. 
Care va ti tensiunea, din fir imediat după ee i se dă drumul căruciorului ? 

1.442. În sistemul din figură se cunose masele map $i forța F. Seri- 
petii sînt ideali si trecările sint neglijabile. Aflaţi viteza relativă la momentul 
t a unui corp faţă de altul, dacă vitezele initiale au fost nule. 


m ma 


Fitin 
L7 
1.1.13. În sistemul din figură, fără frecări, aflați T,. Se dau : m = 
— 2,00 kg, Am = 1,80 kg. 
1.1.14. Două seturi de eorpuri de mase egale M = 1,00 kg (inola- 
siv masa talerului) sint legate (talerele) printr-un fir trecut peste um seri- 


13 


pete ideal. De pe un taler se scoate un corp de masă m, = 100 g, iar pe 
celălalt se așează un corp de masă m,. Calculaţi m, astfel ca tensiunea 
din fir să fie cea iniţială. 

1.1.15. Peste un scripete ideal, fixat de tavan, este trecută o sfoară 
avind la un capăt un corp de masă M = 1,50 kg, iar la celălalt o bară 
de care este agățată o pisică de masă m = 1,00 kg, totul fiind in repaus. 
Cu ce acceleraţie (faţă de Pămînt) trebuie să coboare pisica pentru ca 
seripetele să nu apese asupra lagărelor sale? 

1.1.16. In sistemul din figură scripetii sint ideali, m; — 1,50 kg, 
m, = 2,00 kg. Aflaţi acceleraţia a, și tensiunea T. 

1.1.17. Ce relaţie trebuie să existe între masele m, pentru ca in 
sistemul din figură (cu scripeti ideali) corpul m, să rămînă în repaus faţă 
de Pămînt? porem 


z 


AI Fat 

1.1.18. Două corpuri de mase m, — 2,00 kg si m, — 1,80 kg sint 

suspendate prin fire si printr-un scripete ideal ca în figură. Unul din 
fire este tăiat la locul indieat. Care vor fi acceleraţiile corpurilor? . 

1.1.19. a) Peste un scripete care coboară vertical cu accelerația d, 

este trecut un fir ideal avînd la eapete două corpuri de mase map avînd 

acceleraţiile a, faţă de Pămînt. Stabiliţi relaţia dintre acceleraţii. — — 

_b) Aflaţi acceleraţiile corpurilor din figură (seripeţii sint ideali) și 

tensiunea din firul trecut peste cei trei scripeţi. 


1.1.20. În sistemul din figură scripeţii sint ideali si masele m, = 
= 1,00 kg, m, = 1,00 kg, ms = 2,00 kg. Aflaţi tensiunea din firul 
eare infüsoará cei trei scripefi. 

1.1.21. Pe un semicilindru sint agezate douá corpuri mici de mase 
m, = 2,00 kg, m, = 6,00 kg legate între ele printr-un fir, ca în figură. 
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a. Fig tef b 


Lăsind corpurile libere acceleraţia în acest moment este a = 6,00 m/s?, 
Care va fi acceleraţia iniţială dacă aşezăm corpurile simetric? (Frecárile 
sint neglijabile). 

1.1.22. O picătură de ploaie cade vertical. Ea intimpiná din partea 
aerului o forță de rezistență proporţională eu viteza. În momentul cînd 
viteza picăturii era v, = 2,5 m/s, acceleraţia ei era «a, = 4,9 m/s. Lângă 
suprafața Pămîntului picătura nimereste pe geamul lateral al unui vagon 
lăsind o urmă înclinată cu unghiul a = 60? faţă de verticală. Aflaţi viteza 
vagonului, 


zx) 1.2. CINEMATICA ȘI DINAMICA 
PUNCTULUI MATERIAL 


=== Mişcarea rectilinie uniformă 


1.2.1. Un tren se mişcă cu viteza v = 54 km/h spre Vest. Un călă- 
tor de pe platforma vagonului simte vintul suílind dinspre Nord. Cind 
viteza trenului se dublează, călătorul simte vintul suflind dinspre Nord- 
Vest. Care este viteza si direcția vintului fatá de Pămînt? 

1.2.2. Două trenuri merg paralele în sensuri opuse cu vitezele 
vı = 18 km/h, v, = 36 km/h. Din primul tren se aruncă spre al doilea 
un pachet cu viteza relativă v’ = 8,0 m/s, orizontal si perpendicular 
față de primul tren. Aflati viteza relativă si unghiul ei față de al doilea 
tren. 

1.2.3. Un călător aflat într-un tren de lungime /, = 900 m, care 
se mişcă cu viteza v, = 54 km/h, vede un timp t, = 60s un tren vecin 
de lungime l = 600 m care merge paralel cu primul tren si in acelaşi 
sens. Cit timp va vedea fiecare călător trenul celălalt, dacă trenul al doilea 
se va mişca in sens opus cu aceeaşi viteză? 

(*) 1.2.4. Un elev înoată cu viteza v = 0,50 m/s. În ce direcție față 
de normala la țărm trebuie să înoate spre celălalt mal pentru ca apa 
care curge cu viteza v, = 1,00 m/s să-l deplaseze cit mai puțin la vale? 

1.2.5 a) Cum trebuie orientată o barcă pentru a ajunge la malul 
opus al unui rîu, indiferent în ce punct dar în timpul minim? 

b) Ce viteză minimă a bărcii este necesară si cum trebuie orientată 
pentru a ajunge pe malul opus al rîului într-un anumit punct fix dat? 

1.2.6. Steagul de pe catargul unei nave formează un unghi œ, = 
= 60^ cu direcția navei, cînd nava are viteza v = 20 km/h. Dublind 
viteza navei, unghiul devine «, = 30°. Aflaţi viteza vîntului. La ce viteză 
a navei steagul va sta perpendieular pe direetia navei ? 
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1.2.7. În gara Ploiemi (s, = 60 km de Bucureşti) se află in repaus 
un tren. Din gara București pleacă în direcţia Ploiesti-Brasov un tren cu 
viteza v, = 50 km/h. După t, = 1,5 h de la plecarea acestuia, pleacă si 
trenul din Ploieşti spre Brașov cu viteza v,—60 km/h. După cit timp și 
unde se vor Întiini trenurile, Reprezentaii pe aceeaşi diagramă legile 
mişcării, 

1.2.8. O barcă cu motor parcurge pe un rîu distanţa de la portul A 
la portul B în q, = 1,5h si înapoi in c, = 3,0 h, avind aceeași viteză 
faţă de apă. Cu cit timp mai tirziu trebuie să plece această barcă din A 
spre a întilni o barcă identică care pleacă din B spre A astfel incit 
după intilnire cele două bărci să se întoarcă înapoi fiecare si să meargă pe 
apă durate egale? 

1.2.9. Din două localităţi A si B pleacă simultan, rectiliniu uni- 
form, unul spre celălalt, doi biciclişti. După întîlnire, primul biciclist 
după t, = 10 min ajunge in B, iar al doilea pareurgind s = 6,0 km in 
t, = 40 min ajunge in A. Aflaţi viteza primului biciclist. 

1.2.10. Undeva la mijlocul Mării Negre, pe fund, s-a instalat un 
microfon. În apropierea microfonului, pe fundul mării, considerat plan, s-a 
produs o explozie. Intervalul dintre primul şi al doilea semnal înregistrat, 
de microfon a fost T, = 1,00 s, iar între primul si al treilea (slab) Z, = 
= 9,00 s. Stiind viteza sunetului in apă e = 1,5 km/s, aflaţi la ce distanţă 
de microfon s-a produs explozia si la ce adincime. 

1.2.11. Un om aflat la distanță de o sosea observă la un moment dat, 
sub un unghi « = 75° față de normala la şosea, un camion venind cu 
viteza % = 10,0 m/e, ca în figură. Sub ce unghi p faţă de normala la șosea 


Y 


A 


0 Fyti 
trebvie să alerge rectiliniu omul cu viteza v = 3,0 m/s pentru a putea 
intilni camionul ? Cu ce viteză minimă trebuie să alerge omul pentru a putea 
intilni camionul ? 

C1.2.12 Un autoturism se mişcă cu viteza v, = 22 m/s în spate: 
unui autocamion care are viteza v, = 15 m/s. Cind distanţa dintre autotu- 
rism si autocamion devine d, = 30 m, conducătorul autoturismului se 
angajează în depășirea autocamionului, dar observă în același timp un 
autobuz venind din sensul opus cu viteza v, = 18 m/s. Ce distanţă minimă 
d; trebuie asigurată între autobuz si autoturism pentru a efectua în sigu- 
ranţă manevra de depăşire, astfel ca, după depăşire, autoturismul să 
fie la distanţa de — 40 m în fata autocamionului ? / 

1.2.13. O coloană de sportivi de lungime aleargă eu viteza v. În 
intimpinarea lor fuge un antrenor cu viteza u. La întîlnirea fiecărui sportiv 
cu antrenorul, sportivul o ia imediat înapoi cu aceeași viteză v. Ce iun- 
gime va avea coloana după ce antrenorul ajunge la ultimul sportiv ? Dis- 
cutie. Care SO este mai convenabil ? Caz particular :u = v. 

1.2.14. Pe o şosea merge o coloană de automobile cu viteza v = 72 km/h 
fiecare automobil avînd lungimea / = 4,0 m si păstrind distanţa d = 20 
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m între automobile. La intilnirea cu o masină a Poliţiei venind in intim- 
pinare cu viteza u = 54 km/h, fiecare sofer reduce viteza la v = 36 km/h. 
Care va fi noua distanţă d' dintre automobile? Care SU este mai conve- 
nabil pentru rezolvare? Care trebuie să fie distanţa d minimă necesară, 
respectiv viteza » minimă? Dacă lungimea coloanei era L = 460 m, care 
este noua lungime // a coloanei? 

1.2.15. Două avioane zboară unul spre celălalt cu aceeaşi viteză v — 
504 km/h fiecare. Care va fi distanța dintre avioane în momentul 
cînd un semnal sonor (c — 340 m/s), emis de un avion și reflectat de celă- 
lalt, se întoarce înapoi la primul după un timp T = 68 s? 

1.2.16. Într-un tren care merge cu viteza v, = 72 km/h loviturile 
unui ciocan se succed la un interval 7, = 1,00 s. Ce interval de repetiţie a 
loviturilor va înregistra un călător dintr-un alt tren care merge cu viteza 
v, = 90 km/h în sens opus primului, apropiindu-se, respectiv depărtin- 
du-se de primul tren? (Viteza sunetului e = 340 m/s). 

1.2.47. Lîngă un perete vertical stau doi oameni la distanțele 1, == 
= 50 m, l, = 63 m de perete şi la distanţa r = 20 m între ei, ca în figură. 
Ce durată maximă = trebuie să aibă un cuvînt pronunţat de primul om 
pentru ca cel de-al doilea să nu audă cuvîntul suprapus peste ecou? Viteza 
sunetului în aer e = 340 m/s. 


PITT 
Rip vid 


C) 12.18. Două camioane se mișcă uniform pe două şosele rectilinii care 
se intretaie sub unghi drept, cu vitezele v, = 60 km/h, v; = 50 km/h. Cind 
distanța dintre camioane este minimă, primul camion se află la distanța 
s, — 5,0 km de intersecţia şoselelor. La ce distanță s, de intersecţie se güses- 
te în acest moment cel de-al doilea camion? 

1.2.19. Într-un riu care curge uniform cu viteza u = 0,50 m/s cade o 
piatră la distanţa d = 10,0 m de țărm. După cit timp valurile ajung, cu 
viteza v = 1,0 m/s, la țărm în dreptul pietrei? 

1.2.20. La distanţa, D = 200 m de țărm o barcă cu motor descrie 
me lac un cere de rază R — 100 m pornind din punctul A, cu viteza v = 
= 2,00 m/s, ca în figură. După cit timp ajung primele valuri la țărm, 
viteza valurilor fiind u — 0,50 m/s? 


=== Misearea rectilinie uniform variată 


1.2.21. Se dă graficul forţei în mişcarea rectilinie, viteza şi coordonata 
initiale fiind nule. Desenaţi graficul vitezei şi graficul coordonatei în funcție 
de timp. 
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1.2.22. O particulă pleacă din repaus din originea axei Ox sub acțiunea 
forței reprezentate în figură. Reprezentaţi grafic viteza şi coordonata par- 
ticulei în funcție de timp. 
A 


„2.23. Pentru o mişcare rectilinie pe axa Ox se dă graficul vitezei. Dese- 


nati graficul accelerației şi al coordonatei, ştiind că v = 0 la t — 0. 


| 


v 


x 


< 
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*) 1.2.24. Două particule pleacă la momentul ł= 0 din originea 
axei Oz avind vitezele reprezentate în figură. Aflaţi distanțele maximă si 
minimă dintre ele. 

1.2.25. Un corp porneşte din repaus uniform accelerat si după par- 
curgerea unei distanțe atinge viteza v = 14,1 m/s. Ce viteză a avut corpul 
cind a parcurs jumătate din distanţă? 

1.2.26. Un motociclist frineazá uniform. În timpul t = 2,0 s el par- 
curge jumătate din distanța de frinare. În cît timp parcurge întreaga dis- 
tanță de frinare? 

1.2.27. Un vagon frinat uniform a parcurs distanța s, = 400 m pînă 
la oprire. Ce distanţă a parcurs vagonul in prima jumătate a timpului 
de frinare? 

1.2.28. Un vagon frinat uniform s-a oprit în timpul t, = 141 s. În 
cit timp a parcurs prima jumătate din distanţa de frinare? 

1.2.29. Un camion porneşte din repaus uniform accelerat și după un 
timp atinge viteza v = 10 m/s. După aceasta motorul este decuplat si 
camionul se mişcă uniform încetinit piná la oprire. Aflaţi viteza medie a 
camionului pe întregul parcurs. 


1.2.30. Un corp porneşte din repaus uniform accelerat $i parcurge 
o anumită distanţă. De cite ori viteza medie din a doua jumătate a dru- 
mului este mai mare decit eea din prima jumătate ? 
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1.2.31. Un tren începe să frineze uniform si parcurge distanţa s —75 m 
pină la oprire. În intervalul de timp de la t, = 2,0 s la î, — 1,00 s Înainte 
de oprire trenul parcurge o distanţă d — 2,25 m. Aflaţi viteza iniţială a 
trenului. 

1.2.32. Un vagonet parcurge distanţa s = 18 km dintre două staţii 
in f = 20 min şi anume în primele t, = 5,0 min pornește uniform accelerat 
și apoi uniform încetinit pină la oprire. Aflaţi acceleraţia pe prima porţiune. 

1.2.93. Un vagonet porneşte uniform accelerat fără viteză iniţială 
și parcurge astfel o distanţă d, = 60 m, după care merge uniform încetinit 
și parcurge astfel o distanţă d; = 40 m pînă la oprire. Știind durata totală, 
T — 100 s a mișcării, caleulati acceleratiile in cele două mișcări. 

1.2.484 Un mobil porneşte uniform variat din originea axei Ox 
cu viteza iniţială e, = 15,0 m/s. După un timp ť în punctul z' = 10 m 
viteza mobilului este v’ = — 10,0 m/s. Aflaţi distanţa parcursă de mobil 
in acest timp si vitezele medii (o), (o]). 

1.2.35. Printr-o gară trece un tren marfar cu viteza constantă v 
= 3,0 m/s, iar după 7 = 10,0 s trece prin gară un tren accelerat cu vite 
vo = 20,0 m/s si care începe să frineze cu acceleraţia a = — 2,00 m/s?. 
După cît timp se vor intilni trenurile. Reprezentati pe aceeaşi diagramă 
legile mișcării trenurilor. 

(*) 1.2.96. Un camion parcurge o distanța 1==400m cu viteză con- 
stantă v, după care frinează cu acceleraţia |a| — 1,0 m/s?. Pentru ce 
viteză constantă v, timpul total de mişcare va fi minim ? 

1.2.37. Un copil coboară eu sania un plan înclinat de lungime 1, =40 m 
în timpul t, = 10 s, apoi parcurge pe planul orizontal încă l, = 20 m pină, 
la oprire. Aflaţi: a) viteza la baza planului, b) acceleraţiile, c) timpul 
total de mișcare, d) viteza medie (în modul). 

1.2.38. Un paralelipiped de lungime l = 49 em lunecă fără frecare pe 
un plan înclinat de unghi « = 30^ El eclipsează două surse puncti- 
forme in timpul î, == 0.20 s, respectiv t, = 0,10 s, ca în figură. În cit 
timp fata frontală a paralelipipedului străbate distanța dintre surse? 

1.2.39. De o parte şi de alta a unui dublu plan înclinat (unghi diedru) 
cu unghiurile «, = 30° si a, = 60° faţă de orizontală, sînt așezate două 
corpuri de masă mu, respectiv me, legate printr-un fir trecut peste un 
scripete ideal din virful planului. Se neglijează frecările. Diferenţa de nivel 
dintre corpuri este inițial h —1,00 m. După t = 0,53 s cele două corpuri 
ajung la acelaşi nivel. Aflaţi raportul maselor. 


, 


rupta 44128 


1.2.40. Viteza unui corp variază după graficul din figură care repre- 
zintá o semielipsá. Distanța parcursă de acest corp în timpul t, este egală 
cu distanța parcursă uniform în acelaşi timp de un alt corp cu viteza v = 
= 3,6 m/s. Aflaţi viteza iniţială a primului corp. 

1.2.41. De un tren de masă M = 110 t, care merge rectiliniu uniform, 
se desprinde la un moment dat ultimul vagon de masă m = 10,0 t. Acesta 
parcurge o distanţă d — 3,0 km pină se opreşte. La ce distanţă de vagon 
se va găsi in acest moment trenul, dacă forţa de tracţiune a locomotivei 
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a rămas aceeași? Toate forțele de rezistență sint proporționale cu greu- 
tatea. 

1.2.42. De un tren care se mișcă rectiliniu uniform se desprinde la 
un moment dat ultimul vagon care parcurge uniform incetinit o distanţă 
d = 2,0 km pînă se opreste. a) Știind că din momentul desprinderii trenul 
se mişcă cu acceleraţia a, = 0,010 m/s, iar vagonul eu acceleraţia ap = 
= — 0,10 m/s?, aflaţi distanţa s parcursă de tren de la desprindere piná 
în momentul opririi vagonului. b) Stiind masa trenului M = 110 t si a 
vagonului m = 10,0 t şi considerind că forțele de rezistenţă sint proportio- 
nale cu greutatea, iar forța de tracţiune a locomotivei a rămas constantă 
aflați s. 

1.2.43. Un tren de masă M = 110 t se mişcă orizontal rectiliniu 
uniform cu viteza vy = 72 km/h. La un moment dat se desprinde ultimul 
vagon de masă m = 10,0 t. După 1 = 3,0 min mecanicul pune frină astfel 
încât după alte /' == 20 s se opreşte simultan cu vagonul, Considerind că 
toate forţele de rezistenţă sint proporţionale cu greutatea, aflați cu ce 
acceleraţie a frinat trenul. 


77 Mişearea sub acţiunea greutăţii 


1.2.44. Dintr-un turn înalt se aruncă vertical in sus un corp cu viteza 
iniţială v, = 7,0 m/s (în vid). Ce distanţă parcurge corpul în timpul t = 
= 3 vag? Care va fi distanţa sa pînă la punctul de lansare ? 

1.2.45. O rachetă porneşte vertical în sus cu accelerația a = 4,9 m/s?. 
După t = 5,0 s motorul este oprit. Cu ce viteză cade racheta pe Pămint? 

1.2.46. Sunetul de la ciocnirea unei pietre de fundul unei prăpăstii se 
aude după î = 10,0 s de la începutul căderii pietrei. Aflaţi adîncimea pră- 
pastiei, ştiind viteza sunetului e = 310 m/s. 

1.2.47. Un corp în cădere liberă parcurge în ultimul interval de timp 
7 = 1,0 s o distanţă l = 19,6 m. De la ce înălțime a căzut co: pul ? 

1.248. În ultimele secunde = înainte de atingerea Pămîntului un 
corp în cădere liberă parcurge o fracțiune f = 0,36 = 36 % din înălțimea 
totală de la care eade. Aflaţi ce fracțiune din timpul total de cădere repre- 
zintă intervalul r. 

1.2.49. Un corp aruncat vertical în sus de pe sol trece printr-un punet 
de două ori: la momentul 4, = 1,0 s, respectiv t, = 2,0 s de la lansare. 
Aflaţi înălţimea acestui punct. 

1.23.50. Să se împartă înălțimea } = 100 m de la care cade liber un 
corp în n = 10 intervale de lungimi s,(i = 1,2, ..., 10) parcurse în acelaşi 
timp fiecare. 

1.2.51. Picăturile de pe streaşina unui bloc cad la un interval de 
timp = una după alta. Stiind că după timpul t = 2,0 s de la desprinderea 
unei picături, distanța sa pînă la picătura precedentă este l = 24,5 m 
aflaţi intervalul «. 

1.2.52. De la o înălţime h ead liber fără viteză inițială două corpuri 
unul după altul, al doilea cade în momentul cînd primul a parcurs d = 
= 16,0 m. În momentul cînd primul atinge suprafața Pămîntului, cel 
de-al doilea se află la înălțimea W = 104 m de suprafaţa Pămintului. 
Aflaţi înălţimea h. 

1.2.53. Un corp eade liber de la o înălțime 5 = 4,9 m. De la ce înăl- 
fime trebuie aruncat simultan cu viteza v, = 6,0 m/s vertical in jos un 
al doilea corp pentru ea eele două corpuri să ajungă simultan pe Pámint $ 
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1.2.54. Două corpuri sint aruncate vertical în sus cu aceeaşi viteză 
iniţială v, = 19,6 m/s, la un interval de timp + unul după altul. Deter- 
minati = astfel ca cele două corpuri să se întilnească la o înălțime egală 
cu o fracțiune f = 0,61 din înălțimea maximă la care ele pot ajunge. 

1.2.55. De la o înălţime k = 19,6 m cade liber un corp. Cu ce viteză ini- 
ţială v, trebuie aruncat in jos de la aceeasi înălțime un al doilea corp, 
la un interval de timp 7 = 1,00 s după primul, pentru ca cele două cor- 
puri să se intilneascá chiar la suprafața Pămîntului? 

1.2.56. Două corpuri sint aruncate vertical in sus cu vitezele iniţiale 
tap = 29,4 m/s $i vo = 19,0 m/s, corpul 2 la un interval de timp + după 
primul. Între ce limite trebuie să fie cuprins = pentru ca cele două corpuri 
să se întilnească în aer. Reprezentaţi pe aceeaşi diagramă legea mişcării. 

1.2.57. Un corp este aruncat vertical in sus cu viteza iniţială vj, = 
= 9,8 m/s. După un timp « = 1,00 s se aruncă după el un al doilea corp. 
Determinafi viteza inițială vy, a acestuia astfel ca cele două corpuri să 
se întilnească în momentul cînd corpul 2 este la înălțimea sa maximă. 
leprezentafi legea mişcării. 

1.2.58. O rachetă porneşte din repaus vertical în sus de pe suprafața 
unei planete. În timpul t = 3,0 s de la pornire toate obiectele din rachetă 
apăzau pe platane sau întindeau resorturile cu forțe de n = 1,8 ori mai 
mari decit în racheta în repaus. După timpul + si pînă la căderea rachetei 
pe planetă toate obiectele din rachetă se aflau in stare de imponderabili- 
late. Cit timp s-a aflat în zbor racheta? (Se consideră g = const) 

(*) 1.2.59. Două bile sint aruncate vertical în sus eu vitezele inițiale 
v la un interval de timp + una după alta. Determinaţi + astfel ca bilele 
întilnească după un timp minim de la aruncarea primei bile. 

1.2.60. Un corp este aruncat dintr-un turn cu viteza orizontală t, == 
= 0,8 m/s. Aflaţi raza de curbură a traiectoriei în puuctul unde ajunge 
corpul după t= 1,00 s. 

1.2.61. Ce viteză orizontală poate avea un titirez conic cu b = 4,9 cm, 
„5 em, astfel încît sărind de pe masă (fără frecári) să nu se lovească 
de marginea mesei? (Vd. figura). 

(*) 1.2.62. Un schior intră cu viteza vy = 12 m/s pe o trambuliră 
al cărei capăt este orizontal. Neglijind frecárile, aflaţi pentru ce înălțime 
h a trambulinei ,,bátaia" b (distanţa orizontală) după părăsirea trambulinei 
va îi maximă, 


PL 
T 


1.2.63. Dintr-un turn se aruncă simultan, orizontal, in sensuri opuse, 
două corpuri cu vitezele e, = 4,0 m/s, respectiv e, = 25 m/s. După eit 
timp unghiul dintre vitezele celor două corpuri devine egal cu 90? 

1.2.64. Dintr-un furtun iese (la nivelul solului) apă cu viteza v, = 
= 10,0 m/s. Ce arie maximă poate fi ndatá? (g = 10 mjs?) 
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1.2.65. Un elev aruncă spre virful unui copac de înălțime 7,—10,0 m, 
situat la distanța b — 30 m, o piatră care cade la rădăcina copacului. 
Ce viteză i-a imprimat pietrei? 

1.2.66. Un corp este lansat; cu viteza v, în sus de-a lungul planului 
inclinat din figură. Se cunosc: v, = 10 m/s, a = 45°, h = 4,0 m. Aflaţi 
înălțimea maximă la care se ridică corpul (frecările sint neglijabile). 


F£i.1258. 

1.2.67. Un elev aruncă o piatră de la înălțimea h = 2,00 m peste un 
dig de înălţime H = 6,4 m si lăţime b = 1,00 m. Cu ce viteză minimă 
trebuie să arunce, sub ce unghi si la ce distanţă de dig? 

1.2.60. Două corpuri sint aruncate cu aceeași viteză iniţială, sub 
acelaşi unghi faţă de orizontală, unul liber în aer (vid), celălalt de-a lungul 
unui plan înclinat fără frecări. Care corp se va ridica mai sus? 

1.2.69. O particulă de masă m = 0,40 kg are la t = 0 viteza e = 
= 4,0 m/s. Cum trebuie aplicată particulei o forță constantă F de modul 
F = 3,2 N (alte forte nu există) astfel ca vectorul viteză să se rotească 
cu un unghi « — 30 fără să-și schimbe modulul ? Care va fi modulul vec- 
torului deplasare pentru acest interval de timp? 

(**) 1.2.70. O particulă are traiectoria plană y = kæ — ba?, unde 
k = 3,0, b = 2,0 m7. Știind cá particula are acceleraţia constantă paralelă 
cu axa Oy şi in sens opus |a| =a = 10 m/s? aflați viteza particulei în 
originea axelor de coordonate. 

(*) 1.2.71. Dintr-un turn de înălțime A = 4,9m se aruncă o bili cu 
viteza v = 9,8 m/s. Sub ce unghi trebuie aruncată pentru ca bătaia, măsu- 
rată de la baza turnului să fie maximă? Cit este această bătaie? Cit 
timp durează mişcarea ? 

1.2.72. Un corp este aruncat (in vid) cu viteza iniţială v = 19,6 m/s 
sub un unghi a, = 45^ faţă de orizontală. După cit timp și la ce inál- 
fime vectorul viteză formează un unghi a = 30° cu orizontala? 

1.2.3. Două corpuri sint aruncate din același punct cu aceeași 
viteză iniţială ey = 10,0 m/s sub unghiurile a, = 30^, respectiv a, == 60. 
Care este distanţa dintre corpuri după t = 1,00s? 

1.2.74. O ţintă de pe un deal se vede sub unghiul 8 = 6°17 faţă de 

orizontală. Distanţa pe orizontală pînă la ţintă este d = 4,00 km. Știind 
viteza iniţială v, = 280 m/s a obuzului, aflaţi unghiul a de tragere. Care 
este viteza minimă necesară pentru a atinge ţinta? 
(2%) 1.2.75. Un corp de masă m = 1,00 kg este aruncat vertical in 
sus cu viteza v, = 10,8 m/s și se întoarce înapoi pe Pămînt cu viteza 
v = 8,8 m/s. Forţa de frecare cu aerul este proporţională cu viteza. Aflaţi : 
a) timpul de mişcare al corpului, b) puterea medie disipată prin frecare. 
(*) 1.2.76. Într-o sală de sport, de înălțime H = 7,0 m, respectiv 
4,6 m, se aruncă o bilă cu viteza v, = 14 m/s, de la o înălțime h = 2,1 m. 
La ce distanţă maximă pe podea se poate arunca bila? Dar într-un 
coș situat la înălţimea W = 4,0 m? 
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1.2.77. Dintr-un punct de pe suprafaţa Pămintului se aruncă simul- 
tan o mulțime de bile identice, eu aceeaşi viteză vo = 4,0 m/s, simetrie 
în toate părţile. Care este raza b a cercului situat pe suprafața Pămîntului 
în exteriorul căruia cad f = 25 %, din numărul total de bile? 

1.2.78. De la o înălţime H — 17,3 m cade liber un corp. Simultan 
de pe Pămint, la o distanță d = 30 m de verticala de cădere a primului 
corp, se aruncă un alt corp, astfel încît cele două corpuri să se intilneascá 
în aer. Aflaţi viteza si unghiul de lansare. 2a 

1.2.79. Din cauza rotației Pămîntului corpurile nu cad după direcția 
forţei de greutate (a firului cu plumb). Evaluaţi deviația unui corp care 
cade de la o înălțime h = 98 m la latitudinea 9 = 45°. 


—— Forte de frecare 


1.2.80. Poate o forță de frecare să accelereze un corp? Argumentafi! 

1.2.01. O bară uniformă şi omogenă de lungime 7, lunecă accelerat 
pe un plan orizontal rugos, trasă fiind la capete de forțele orizontale lon- 
gitudinale Pj, de sensuri opuse. Aflaţi tensiunea din bară la distanţa w 
de primul capăt. 

1.2.92. Două corpuri de mase m, = 6,0 kg, m, = 4,0 kg sint aşezate 
pe un plan orizontal si legate între ele printr-un fir orizontal care rezistă 
pini la o tensiunea de rupere 7, = 80 N. Coeficientul de frecare la lunecare 
este același pentru ambele corpuri. Cu ce forță orizontală maximă putem 
trage corpul m, pentru a nu se rupe firul în timpul mișcării ? 

1.2.83. Un tren de masă M — 1000 t se mișcă rectiliniu uniform. 
De tren se desprinde o garnitură de masă m — 100 t. Considerind un coe- 
ficient de frecare echivalent u = 5,0 -10-? şi cá forţa de tracţiune a 
locomotivei rămîne neschimbată, aflaţi acceleraţia relativă a locomotivei 
față de garnitură (pînă la oprirea acesteia). 

1.2.04. De un tren care merge orizontal rectiliniu uniform cu viteza 
va = 80 km/h se desprinde o garnitură cu masă egală cu o fracțiune f = 
— 1/3 din masa trenului. După un anumit timp viteza garniturii desprinse 
se micșorează de n = 2,0 ori. Aflaţi viteza locomotivei în acest moment, 
dacă forța de tracţiune a rămas neschimbată, iar forţele de rezistenţă 
sint proporţionale cu greutatea. 

1.2.05. Două corpuri 1 si 2 sint legate printr-un fir orizontal şi așezate 
pe un plan orizontal avînd acelaşi coeficient de frecare. Dacă de corpul 
1 se trage orizontal cu o forţă F = 100 N, corpurile se mișcă accelerat 
și tensiunea din fir este T, = 30 N. Care va fi tensiunea din fir dacă tragem 
cu aceaşi forță de corpul 2? 

1.2.06. Pe platforma orizontală a unui vagonet de masă M = 40,0 
ke se află o ladă de masă m = 10,0 kg de care se trage orizontal cu o forță 
F. Între vagonet şi sine frecarea este neglijabilă, iar între ladă si platformă 
u = 0,40. Pentru ce valoare a forţei F începe lunecarea lázii ? 

1.2.07. O forță F = 60 N este aplicată unei sănii de masă m = 40 kg 
sub unghiul a — 30? faţă de orizontală, o dată in sus, o dată in jos. 
Coeficientul de frecare la alunecare u = 0,10. De cite ori acceleraţia in 
primul caz este mai mare decit în al doilea? 

1.2.89. O ladă este tirită uniform accelerat in sus pe un plan inclinat. 
Forţa necesară este minimă cînd unghiul dintre forță si planul inclinat 
este 8 = 15°. Aflaţi unghiul de frecare dintre ladă şi plan. 
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1.2.99. Pe un plan orizontal stă o scîndură de masă M = 10,0 kg 
peste care este așezat; un corp de masă m = 7,3 kg. Unghiul de frecare 
la alunecare între scindură şi plan este 9, = 15°, iar între corp si scindurà 
9, = 30°. Cu ce forţă minimă trebuie trasă scindura pentru ca m să lunece 
pe scindură? 

1.2.90. În figură se dau: Z = 2,00 m, u = 0,20. Scindura începe să 
se miste orizontal cu acceleraţia a = 3,0 m/s?. În cit timp corpul cade de 
pe scîndură? 


fiy 290 Fig 1251 

1.2.91. Pe platforma orizontală a unui vagonet de masă M = 20 kg 
care se poate mișca orizontal fără frecare, se aşează o ladă de masă m == 
= 92,0 kg de care se trage orizontal cu o forţă F. Lungimea platformei in 
direeţia tragerii este 1 = 1,00 m, iar coeficientul de frecare la lunecare 
între ladă si platformă este y = 0,25. 

a) Pentru ce valoare a forței F lada începe să lunece pe platformă? 
b) După cit timp lada cade de pe platformă dacă F = 20 N? 

1.2.92. Trei corpuri de mase egale m = 1,00 kg sint aşezate pe un 
plan orizontal unul după altul si legate între ele prin fire orizontale, care 
rezistă pînă la o tensiune de rupere T, = 4,0 N. Coeficientii de frecare 
la lunecare sint respectiv p, = 0.30, p; = 0,20, us = 0,10. De corpul 
3 se trage orizonta: pe direcpa corpurilor cu o forță lent crescătoare. 
Jare dintre cele donă fire de legătură se va rupe mai intii și la ce valoare a 
lortei F} Dar dacă tragem de corpul 1? 

1.2.99. Un cărucior este legat printr-un fir de o greutate ca in figură. 
Seripetele este ideal și frecarea la rostogolire este neglijabilă. Dind drumul 
căruciorului acesta se mișcă cu o anumită acceleraţie. Dacă blocăm o osie 
cu roţi căruciorul se mișcă cu o acceleraţie de k = 1,5 ori mai mică. De 
cite ori se micșorează acceleraţia dacă blocăm toate roţile căruciorului ? 


Pta i 


1.2.94. În figură m, = 7,0 kg, ma = 5,0 kg, m = 1,0 kg. Seripetele 
este idéal, iar coeficientul de frecare între corpuri si masă p = 0,10. Ini- 
fial înainte de a lăsa sistemul liber, 7,,,—0. Aflaţi tensiunile din fie 
si forțele de frecare. 

1.2.95. Pe o masă orizontală stă o ládità de masă M = 3,00 kg si 
eoefiefentul de frecare la lunecare p = 0,30. De láditá este prinsă o sfoară 
erizontalá, trecută peste un scripete ideal si celălalt capăt atirnind liber. 
La un moment dat de capătul liber se agaţă o pisică de masă m = 1,50 kg, 
în acelaşi moment lădiţa începe să lunece si pisica se caţără pe sfoară 
astfel incit rămîne la acelasi nivel față de Pămint. A flati acceleraţia láditei. 
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1.2.96. Un corp de masă m, = 8,0 kg stă pe o scindurá de masă m, = 
— 2,0 Kg, care la rindul ei stă pe o masă orizontală fără frecări. Coefi- 
eientul de frecare între corp si scindurá este u = 0,50. Scîndura este 
trasă de o forţă orizontală F = e - t, undec = 9,8 N/s. În ce moment începe 
lunecarea corpului si la ce moment accelerația scindurii devine de n = 
= 3,0 ori mai mare decit a corpului? 

1.2.97. La capătul unei scînduri de lungime 1 = 2,00 m şi masă ms = 
= 2,00 kg este aşezat un mic corp de masă m, = 0,50 kg. Coeficientul 
de frecare la lunecare între scîndură si planul orizontal este u = 0,30, 
iar intre corp si-scindurá este u, = 0,20. Ce viteză trebuie imprimată scin- 
durii pentru ca ea să iasă de sub corp? 

1.2.98. O sániufá coboară liber, fără viteză iniţială, pe un plan înclinat 
după care intră pe un plan orizontal (racordat cu cel înclinat) şi se oprește 
undeva. Știind că din punctul de oprire virful planului înclinat se vede sub 
unghiul 8 = 6,0? faţă de orizontală, aflaţi unghiul de frecare dintre sániutá 
și zăpadă. / 

1.23.99. Pentru a menţine în repaus un corp pe un plan înclinat de 
unghi & = 45" trebuie aplicată o forță minimă în sus de-a lungul planului 
de n = 2,0 ori mai mică decit pentru a-l trage uniform in sus de-a lungul 
planului, Aflaţi coeficientul de frecare la lunecare. 

1.2:100. Pentru a menţine în echilibru un corp pe un plan înclinat 
de unghi « = 30 trebuie aplicată corpului o forță minimă normală pe 
plan de n = 2,9 ori mai mare decit o forţă minimă orizontală. Aflaţi 
coeficientul de frecare dintre corp si plan. 

12.101. O pană cu unghi de deschidere x = 30° este bătută într-un 
butuc de lemn. Determinaţi coeficientul de frecare minim între pană si 
butuc pentru ca pana să nu sară inapoi (greutatea panei este neglijabilă). 

1.2.102. Un corp de masă m = 20 kg este tras cu forța F = 120 N 
pe un plan orizontal. Dacă forța face unghiul a, = 60° cu orizontala, 
corpul se mişcă uniform. Aflaţi acceleraţia corpului dacă forța face unghiul 
a, = 30° cu orizontala, 

„2.103. Un corp este tras de o forţă dată sub un unghi « faţă de 
orizontală. Unghiul de frecare este o = 18°. Pentru ce unghi a acceleraţia 
va fi maximă? 

1.2.)04. Un lanţ este aşezat pe zidul din figură, unde « = 30, u = 

0,277 Aflaţi raportul lungimilor l/l, în momentul cînd lanţul începe 
să lunece spre dreapta. 


1.2.105. Un corp este lansat de-a lungul unui plan inclinat cu viteza 
iniţială vo. Unghiul de frecare dintre corp si plan este 9 = 30°. Ce unghi 
de înclinare trebuie să aibă planul pentru ca corpul să parcurgă pe el o 
distanţă minimă? 
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1.2.106. În figură tija de masă m = 0,50 kg se mişcă fără frecare in 
ghidajele sale. Știind că prisma de unghi a = 15 se mişcă rectiliniu uni- 
form pe masă fără frecare, aflaţi coeficientul de frecare la lunecare dintre 
tijă şi prismă, precum şi forța cu care tija apasă pe prismă. 

1.2.107. Un corp lansat în sus de-a lungul unui plan înclinat de unghi 
a = 45° revine înapoi la baza planului astfel încît timpul de coborire este 
cu f = 50% mai mare decit timpul de urcare. Care este coeficientul 
de frecare ? De cite ori este mai mare viteza de lansare decit viteza de sosire ? 
Dar acceleraţia de urcare faţă de cea de coborire? 

1.2.108. Pe faţa unei prisme cu unghiul a = 30 cu orizontala se 
pune un corp care are unghiul de frecare cu fata prismei 9 = 15°. Cu ce 
acceleraţie orizontală putem mişca prisma pentru ca corpul să nu lunece? 

1.2.109. În sistemul din figură se dau m = 10,0 kg, M = 10,0 kg, 
a = 30, pọ = 15° (unghi de frecare). Cu ce forţă orizontală F trebuie 
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tras pentru ca corpul m să urce pe plan si să nu se desprindă de plan? 
(Seripetele este ideal). 

1.2.110. Pe platforma unui vagonet de masă M = 3,0 kg (care se 
mişcă fără frecări) este aşezat un corp de masă m = 2,0 kg care are coeti- 
cientul de frecare u = 0,40 cu platforma. Care este forța minimă necesară, 
sub unghiul « = 30°, pentru ca m să lunece pe platformă ? 

1.2111. Cu ce acceleraţie orizontală trebuie deplasat blocul din figură 
pentru ca cele două corpuri identice să nu lunece pe bloc, coeficientul 
de frecare la lunecare fiind p = 0,60? (Scripetele este ideal). 
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1.2.112. În sistemul din figură se cunosc m = 1,00 kg, M = 1,00 kg, 
p. = 0,50 si viteza inițială v, = 4,9 m/s. Aflaţi ce distanță parcurge corpul 
M in timpul t = 24,, unde tm este timpul pină la oprire. 

1.2.113. Se dă sistemul din figură pentru care coeficientul de frecare 
între corpuri u = 0,20, iar planul orizontal este fără frecări. Aflaţi pentru 
ce raport-m,/M, corpurile m,., se vor mişca cu aceeaşi accelerație. 


26 


1.2.114. Un creion rotund lunecă uniform într-o carte deschisă for- 
miud un unghi diedru cu deschiderea 8 = 60 si cu muchia înclinată cu 
x = 30" faţă de orizontală. Aflaţi coeficientul de frecare la alunecare, 

1.2115. Pe o şosea, înclinată cu x = 0,10 rad, acoperită cu polei, 
coboară un camion, avind coeficientul de frecare la lunecare u = 0,020. 
Cu ce acceleraţie trebuie să coboare pentru ca roţile să nu patineze? 
(Toate roţile sint motoare.) 

1.2.116. Pe un drum reetiliniu orizontal de lungime 1 — 100 m situat 
pe un plan înclinat de unghi x = 1% circulă un cărucior. Coeficientul de 
frecare între roţi gi teren u = 0,30. Care este timpul minim posibil de 
parcurgere ? 

1.2.117. "Un corp este tras accelerat in sus de-a lungul unui plan incli- 
nat de unghi a = 30 eu o forță F care face unghiul 8 cu planul inclinat. 
Unghiul de frecare cu planul ọ = 15. Pentru ce unghi 8 forţa F va fi 
minimă? 

1.2.118. Un schior atinge la coborire pe panta de « = 20 a unui 
munte o viteză limită v = 72 km/h, unghiul de frecare cu zăpada fiind 
9 = 5,0, iar forța de rezistență din partea aerului fiind proporţională 
cu pătratul vitezei. Ce viteză limită poate atinge schiorul pe o pantă 
cu g’ = 85? 

1.2.119. Pe un plan inclinat de unghi x = 6,0 stă o scindurá de masă 
m = 35 kg avind unghiul de frecare ọ = 11?28' cu planul. Cu ce acceleraţie 
trebuie să alerge un om de masă M — 70 kg pe scindurá pentru ca scin- 
dura să lunece uniform ? 

1.2.120. Într-o sanie este suspendat un corp printr-un fir prins de 
tavan. Sania lunecă liber pe un plan inclinat, unghiul de frecare cu západa 
fiind 9 = 5,0". Care va fi unghiul de deviere al firului faţă de normala 
la planul înclinat? 

1.2.121. La ce înălţime maximă poate urca un automobil cu motor 
tuncţionind permanent si cu toate roţile motoare, pe un plan inclinat 
de unghi a, acoperit eu polei avînd coeficientul de frecare p. < tg «, dacă 
la baza planului viteza era v? Aplicație : v = 20 m/s, « = 6,0, 9 —3,0". 

1.2.122. Pe un plan înclinat de unghi x — 45? stă o scindurá de masă 
M = 1,00 kg, lungime / = 1,40 m, şi coeficient de frecare la lunecare cu 
planul inclinat u = 0,70. Peste scindurá se pune la capătul superior un 
cub neted de masă m = 0,50 kg, cu frecare neglijabilă față de scindurá. 
Initial sistemul este în repaus. Aflaţi timpul de lunecare a cubului peste 
scindurá. 
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1.2,123. Se consideră sistemul din figură în care se eunose : m, = 2,00 
kg, mg = 6,00 kg, a = 30°, u = 0,26. Seindura orizontală este suficient 
de lungă si lunecă fără frecare pe planul orizontal. Forța F creşte propor- 
ţional cu timpul: F = c * t, unde e = 2,0 N/s; forța începe să actioneze 


“n momentul ? — 0, Să se hse grafic accelerația scîndurii in func- 
ţie de timp. 


gr 
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1.2.124. Se consideră sistemul din figură in care m, = 2,00 kg m, = 

= 1,00 kg si coeficienții de frecare u, = 0,20, m, = 0,40. Scripetele este 
ideal şi corpul m, nu se răstoarnă. Pentru diferite valori ale forței F sis- 
temul porneşte din repaus. Reprezentaţi grafic accelerația a, = f(F). 


1.2.125. Peste un scripete ideal este trecut un fir ideal avind la un 
capăt un corp de masă m; = 2,00 kg, iar de-a lungul celuilalt capăt lunecă 
cu frecare un inel de masă m, = 3,00 kg cu accelerația relativă w = 9,8 
m/s? faţă de fir, orientată in jos. Aflaţi forța de frecare dintre inel si fir 
$i accelerafiile corpurilor față de Pămînt. Care va fi tensiunea din firul 
de suspensie a scripetelui ? 


1.2.126. Un automat impinge piesele cu viteza vj = 1,00 m/s trans- 
versal peste o bandă rulantă care merge cu viteza v — 2,00 m/s. Piesele se 
opresc la distanța d, de marginea benzii, ca în figură. „Ce viteză trebuie 
să aibă banda pentru ca piesele să se oprească la distanța d, = nd, n = 1,50, 
de marginea benzii? 
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1.2.127. Un corp de masă m = 500 g așezat pe un plan orizontal 
este fixat de capătul inferior al unui resort vertical de constantă elastică 
k = 10,0 N/m, capătul superior fiind prins de tavan la înălțimea lọ = 
= 10 em cînd resortul este nedeformat. 'Prăgînd orizontal planul, resortul 
deviază in noua poziţie de echilibru cu « = 60° față de verticală. Aflaţi 
coeficientul de frecare la lunecare. 


Fg.t2fh 


** . 1.2.1290. Viteza unui corp variază după g graficul din figură care repre- 
zintă o jumătate de elipsă. Cunoscind viteza medie în această mișcare 
d = : ,9 m/s, aflați viteza iniţială vy a corpului. 

* 12. 129. Două mobile pleacă “Simultan din p age axei Ox şi se 
mişcă respectiv după legea ay = At -p BE, 2, = 0t +- De + BE. Atlati 
viteza relativă a primului mobil fati de al doilea. 

19.130. Un mobil se mişcă după legea s= Al — Dt*, A, B — cons- 
tante pozitive. Aflaţi viteza extremă pe care o atinge mobilul. Faceți 
graticul calitativ v = v(t). 

x 1.2.131. Legea vitezei unui mobil pentru intervalul de timp te[0,7] 
este v = Al + BC, A, D — constante. Aflaţi viteza medie a mobilului 
în acest interval de timp. 


M | rvalul íe(fj, tə), tu, > 0 legea mişcării unui mobil 
este de atistăcător de o funcţie iperbolică a = bjt, b > 0. Aflaţi 
legea vitezei si legea accelerației. 


tul 
iile 


**. 1.2.1 Aeceleraţia unei rachete creşte proporţional cu pătri 
timpului : a = At", La momentul t = 0 avem v = 0 si œ = 0 (condi 
iniţiale). Atlaţi legea vitezei și legea mişcări 

** 12.134. O particulă pornește cu vitez 
a = w?a. Aflaţi legea vitezei si legea mi 
** 1,2,135. Cunoscind accelerația a = î(t) și timpul pini la oprire tm 
al unui mobil, a) scrieti legea vitezei in funcţie de timp si b) exprimaţi 
ler v pînă la oprire z, printr-o singură integrală. 

* 19.186. Un vehicul începe să frineze astfel încît legea mişcării înce- 
tinite este e = At — DU. Știind valoarea forței de frinare în momentul 
opririi Fo, aflaţi legea fortei de frinare. 

*  1.2.137. Un corp începe să lunece din virful unui plan inclinat a 
cărui bază este b, iar coeficientul de frecare este p. Pentru ce unghi al 
planului timpul de coborire este minim si cit este acest timp? 

* — 1.2.1389. Un vehicul de masă m porneşte la un moment dat astfel, 
încît legea mișcării sale esie s = At? — Bt’. Aflaţi : a) timpul si distanța 
pînă la oprire, b) forta de tractiame F, c) reprezentaţi grafic pe aceeași 
diagramă v, v, F. 

** 1,2,139. Asupra unei particule de masă m acţionează forja F = 
= Fcos ot. Știind condiţiile initiale: la t = 0 avem v = 0 $i æ = 0 (par- 
tieula porneşte din repaus din originea axei Oz), deduceti legea vitezei 
şi legea mişcării. 


iniţială v, avind acceleraţia 
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** 1,2.140. Un slep porneşte din repaus tras de o forță orizontală cons- 
tantá F. El întîmpină din partea apei o forță de rezistenţă proporţională 
cu: a) viteza, F, = — kv, b) pătratul vitezei, P, = — kv?. Aflaţi legea 
vitezei si legea mişcării. 

** 1,2,141. Un glonţ pornește cu viteza inițială v, El întimpină din 
partea aerului o forță de rezistenţă proporţională cu cubul vitezei: F, = 
= — kv’. Neglijind gravitația, aflaţi legea vitezei si legea mișcării. 

** ]1,2.142. Variind înclinarea unui plan înclinat s-a găsit că un corp 
aşezat pe acest plan lunecă uniform la un unghi ọ = 30°. Fixind înclinarea 
la un unghi « =. 45° s-a găsit că viteza limită de lunecare liberă a corpului 
în jos pe plan atinge valoarea c = 4,0 m/s, forţa de rezistență a aerului 
fiind proporţională cu pătratul vitezei corpului. Lansind acum corpul 
cu viteza inițială v, = 2,0 m/s în sus de-a iungul planului inclinat (cu 
a = 45°), aflați cu ce viteză se întoarce corpul înapoi la baza planului. 
(*) 142,143. Un punct material execută oscilații foarte mici pe o curbă 
netedă (fără frecári) situată în planul vertical, in jurul minimului curbei, 
sub acţiunea greutăţii. Aflaţi perioada micilor oscilații, ştiind raza de 
curbură a curbei în punctul de minim Ro. 

** 1,2.144. O barcă de masă m intimpini din partea apei o forță de 
rezistenţă proporţională eu pătratul vitezei, cu constanta de proporţio- 
nalitate k. După cit timp viteza iniţială vy a bărcii se miscoreazá de n ori? 
sk 1,2,145. O barcă cu motor intimpiná din partea apei o forță de rezis- 
tonță proporţională cu pătratul vitezei. În momentul cînd viteza bărcii 
este vj = 10 m/s motorul este oprit şi după un timp 7 == 17,2 s viteza 
bărcii devine de e ori mai mică (e — baza logaritmilor naturali). Calculafi 
distanța parcursă de barcă în acest timp. 

luă 146. O barcă de masă m = 100 kg intimpină din partea apei 
í de rezistenţă proporţională cu viteza. În momentul cînd viteza 
bărcii este v, = 1,00 m/s motorul este oprit și după un timp t = 10 $ 
viteza bărcii se micşorează de e ori (e — baza logaritmilor naturali). 
Aflaţi : a) coeficientul de proportionalitate din legea forţei de rezistenţă, 
b) distanţa parcursă în timpul indicat, c) distanţa parcursă pînă la oprire. 
** 1,2,147. O particulă cade liber în aer fără viteză iniţială. Ea intim- 
pini din partea aerului o forță de rezistenţă proporţională cu viteza, 
Aflati după cît timp particula atinge f = 99% din viteza sa limită de 
cădere liberă, care este e = 4,9 cm/s. 

** 1,2,148. O particulă cade in aer fără viteză iniţială si intimpiná din 
partea aerului o forță de rezistenţă proporţională cu viteza. Știind viteza, 
limiti de cădere liberă c, exprimaţi viteza si coordonata particulei in 
funcio de timp. 

x 1,2,149. Un corp cade în aer fără viteză inițială şi intimpiná din partea 
aerului o forță de rezistență proporţională cu pătratul vitezei. Știind 
iteza limită de cădere liberă c, exprimati : a) legea vitezei, b) legea mis- 
i, c) coordonata în funcție de viteză. 

1.2.150. Un corp este aruncat vertical in sus in aer cu viteza iniţială, 
7». Corpul intimpiná din partea aerului o forță de rezistență proporţională 
cu pătratul vitezei. Cunoscind viteza limită de cădere liberă c, aflaţi: 
a) timpul de urcare t, și înălțimea maximă hm la care urcă corpul, b) tim- 
pul de coborire / şi viteza v cu care corpul ajunge înapoi pe Pămînt. 
** 1,2,151. Un corp de masă m este tras orizontal de o torţă F orientată 
sub unghiul g faţă de orizontala. Coeficientul de frecare la lunecare este 
u st forja de rezistență din partea aerului F, = — kò. Aflati: a) viteza 
limită, maximă posibilă, b) legea mişcării (viteza iniţială este nulă). 
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** 1,2.152. O sanie de masă m si de lungime [ intră cu vit:za v, pe un drum 
asfaltat cu coeficientul de frecare la lunecare y. Aflaţi distanţa parcursă 
de sanie pină la oprire și timpul pină la oprire. 

** 12.153. Un glonţ intră cu viteza ty = 600 m/s într-un perete de 
grosime h = 40 em și iese cu viteza v = 150 m/s. Considerind forţa de 
rezistenţă proportional cu eubul vitezei, aflati timpul de traversare a 
peretelui. 

x  1,2.154. Peste un cilindru orizontal fix este trecut un fir (ideal) astfel 
încât unghiul la centru al porțiunii infüsurate este «, iar coeficientul de 
frecare là lunecare dintre fir si cilindru este y. a) Aflaţi tensiunea din fir 
în momentul lunecării firului în funcţie de unghiul la centru 0 si tensiunea 
T, cu care se trage de un capăt. b) Care este raportul tensiunilor de la 
capete T,T' in momentul lunecárii? c) Considerind că 0 = (2n + 1)z 
si că la capetele firului atirnă două corpuri de mase 7;, 2 aflaţi condiţia 
de lunecare a firului si acceleraţia cu care se vor mişca in acest caz cor- 
purile. 

** 1,2,155. O rachetă in cosmos porneşte din repaus, are masa iniţială 
mo 8i expulzează continuu gazele de ardere în direcţia mişcării cu viteza 
relativă 9,4 constantă faţă “de rachetă. Aflaţi viteza rachetei în funetie 
de masa ei. 

**  1,2.156. Fie o rachetă lansată de pe Pámint. Donsidertnd viteza 
relativă vr de ejectare a gazelor constantă şi neglijind frecarea cu aerul 
și variaţia accelerației gravitaționale g, aflaţi viteza rachetei si condiţia 
de desprindere de Pămint. 

x 1.9.157, O navă cosmică cu masa m, se mişcă cu viteza ?y = const în 
absenţa forțelor exterioare. Pentru a-i modifica direcţia de miscare se 
acționează un motor cu reacţie care ejectează gazele cu viteza relativă |?;4 | 
== const faţă de navă şi perpendiculară pe viteza navei. a) Aflaţi unghiul 
de deviere 0 a direcţiei nav ei în funcţie de masa navei. b) Cum trebuie 
să scadt masa navei pentru a putea descrie un cerc de rază R? 


«= Mişcarea circulară 


1.2.1538. În mecanismul din figură bara AB de uw l = 1,00 m 
se rotește uniform cu viteza unghiulară o = 5,0 rad/s. În LA este o articu- 
latie, iar capătul € culiseazá pe tija BC. Aflaţi viteza şi acceleraţia maximă 
a capătului C. 


Fri 


1.2.159. Globul terestru are perioada de rotaţie proprie T = 23 h 
56 min 4 s. De ce atunci ceasornicele noastre sînt prevăzute pentru 24 h — 
durata unei zile si nopţi? 
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1.2.160. Planeta Venus se roteşte în jurul axei sale ou perioada T; = 
= 243 zile terestre (faţă de stele) in sens opus revoluţiei în jurul Soarelui 
care are perioada T, = 225 zile terestre. Aflaţi durata unei zile si nopţi 
venusiene. 

1.2.161. Cum vede un observator aflat la Polul Nord mişcarea diurnă 
aparentă a, Soarelui pe bolta cerească? În particular, în zilele de solstiţiu 
şi echinoefiu? (Axa polilor Pămîntului este înclinată cu 23% 30' faţă de 
normala, la planul revoluţiei Pămintului în jurul Soarelui). 

1.2.162. Cum vede un observator aflat la Cercul Polar mişcarea diurnă 
aparentă a Soarelui pe bolta cerească în zilele de echinoctiu şi solstitiu ? 
(Axa polilor Pămîntului este înclinată eu 23% 30' față de normala la planul 
revoluţiei Pămîntului în jurul Soarelui). 

1.2.163. Direcţia firului cu Plumb nu trece prin centrul Pămîntului 
din cauza rotației Pămîntului. Evaluaţi distanţa maximă posibilă dintre 
centrul Pămîntului şi dreapta suport a firului cu plumb. Raza Pămîntului 
R = 6100 km. 

1.2.164. Un aviator, zburind la altitudinea h — 10 km vede exact 
Soarele răsărind. După cit timp un observator aflat pe Pămînt sub avion 
va vedea Soarele răsărind? Raza Pămîntului R — 6400 km. 

1.2.165. O planetă are perioada rotației proprii T, = 24 h, iar peri- 
oada de revoluţie în jurul stelei 7 — 1,00 an. Satelitul planetei are peri- 
vada de revoluţie în jurul planetei 7” = 28 zile. Considerind că toate 
corpurile se rotesc în același plan, atlati a) perioada de repetiţie a eclipsei 
satelitului, observată de pe planetă b). Dar observată dintr-un anumit 
loc al planetei? 
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1.2.166. De un stilp vertical cu secțiune pătrată de latură b — 20 cm 
este legat un fir orizontal de lungime / = 1,90 m cu o bilă la capăt, aşezată 
pe planul orizontal fără frecári cu « = 30° ca în figură. I se imprimă bilei 
o viteză v = 10,0 m/s orizontal si perpendicular pe fir. După cît timn 
firul se va infüsura pe stilp? 


PL mnm 


1.2.167. Rotile motoare de rază r = 20 em ale unui tractor cu șenile 


so mişcă in același sens cu vitezele unghiulare o, = 6,0 rad/s, oa = 8,0 
rad/s. Lățimea tractorului este / = 1,60 m. Atlati raza cercului pe care se 
mișcă centrul tractorului şi viteza unghiulară a acestei mișcări, 
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(*) 1.2.168. Un elev invirte o piatră cu turaţia n = 1,00 rot/s în planul, 
vertical, pe un fir de lungime 7 = 1,00 m. Ce unghi cu orizontala trebuie 
să formeze firul astfel încit lăsindu-l liber piatra să urce la înălțimea 
maximă? 

1.2.169. Un camion virează spre stînga pe un-teren orizontal. La care 
din roţi, stînga sau dreapta, forţa de frecare dintre anvelope si teren este 
mai mare? i 

1.2.170. Cu ce turație minimă trebuie rotit un cilindru de rază R = 
= 2,0 m în jurul axei sale verticale pentru ca un om sprijinit de peretele 
interior al cilindrului să nu lunece in jos? Coeficientul de frecare u œ> 0,20, 

1.2.171. În sistemul din figură se dau m = 5,0 kg, .M = 9,8 kg, R = 
"= 0,50 m, u = 0,40, frecarea între cáruciorul M si disc este neglijabilă. 
Aflaţi viteza unghiulară « pentru care cáruciorul lunecă. 

1.2.172. Un biciclist face un viraj pe un drum orizontal de rază R = 
= 19,6 m. Coeficientul de frecare între anvelope si asfalt este u = 0,32. 
Aflaţi viteza maximă pe care o poate avea. 

1.2.173. Un camion se mişcă pe un pod convex de rază R = 45 m. 
Ce accelerație tangentiali maximă poate dezvolta în vîrful podului dacă 
are viteza v = 51 km/h, iar coeficientul de frecare anvelope-asfalt este 
p = 0,50? Dar pe un pod concav? 

1.2.174. Un camion poate dezvolta o forță de tracțiune maximă 
Fmax = 15 kN pe un drum orizontal. Ce forță de tracțiune maximă ‘poate 
dezvolta camionul dacă merge cu viteza v = 72 km/h pe un pod convex, 
respectiv concav, eu raza R = 40 m? * ! 

1.2.175. Cu ce viteză constantă (în modul) mazimă se poate mişca 
un camion pe un pod convex de rază R = 90 m si de lungime 1 = 31,4 
m, dacă coeficientul de frecare între anvelope şi şosea este u = 0,20? 

12.176. Un motociclist descrie un cerc orizontal de rază KR = 100 
m cu viteza v = 36 km/h pe suprafața exterioară a unui con circular 
(eu vîrful în sus) cu deschiderea 2a == 1507. Care trebuie să fie coeficientul 
de frecare pentru ca motociclistul să nu lunece? 

1.2.177. La un viraj de rază R = 70,7 m $ ua este înclinată (adică 
partea opusă „suprainălţată”) cu unghiul g =20. Din cauza poleiului 
unghiul de frecare-dintre anvelope si polei a devenit mai mic decît unghiul 
de inclinare «, iar viteza maximă posibilă a unui camion, pentru a nu 
derapa la viraj (nu există pericol de răsturnare), a devenit vma = 12 km/h. 
Care este unghiul de frecare pe polei şi care va fi viteza minimă posibilă 
a camionului? 

1.2.178. De cîte ori creşte viteza maximă posibilă la viraj a unui 
motociclist pe o şosea cu suprainültare de unghi f = 6,0” in compara- 
ţie cu viteza maximă posibilă pe şosea orizontală, la aceeaşi rază de 
viraj si acelaşi coeficient de frecare u = 0,40? 

1.2.179. O sferă de rază I? = 39,2 cm se roteşte o dată cu viteza 
unghiulară «, = 4,0 rad/s, apoi cu o» = 7,1 rad/s, în jurul diametrului 
său vertical. În interiorul sferei sint presărate mai multe fire de nisip. 
Considerind frecárile foarte mici, unde vor sta firele de nisip? 

,1.2.180. Firul de suspensie de lungime l = 1,00 m al unui pendul 
simplu gravitational descrie pinza, unui con cu frecvenţa de rotație w= 
= 4,0 rad/s (pendul conic). Aflaţi raza cercului descris de bilă. 

1.2,461. Un pendul conic aflat într-un lift în repaus are perioada 
Ti ;00 s si unghiul firului eu verticala a, = 45°. Cit devine perioada 
dacă liftul coboară cu acceleraţia a = 4,9 m/s? $i unghiul de deviere devine 
æ = 60°? H 
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1.2.182. Un cărucior avind viteza v = 1,00 m/s cade într-o prăpastie 
de adincime h = 19,6 m. Evaluaţi cite rotații face căruciorul in timpul 
cáderii. 

1.2.183. În spaţiul cosmic departe de alte corpuri se află e pătură 
sferică de masă M = 900 kg în interiorul căreia de-a lungul ecuatorului 
se roteşte uniform o bilă de masă m = 100 kg cu perioada T = 3,00 s. 
Distanţa dintre centrele corpurilor este d = 10,0 m. Aflaţi forţa cu care 
bila apasă asupra sferei. 

1.2.184. O bilă de rază r = 4,0 cm, suspendată, de un.fir de lungime 
l = 96 cm, se sprijină pe un cilindru de rază R = 56 cm, ca în figură. 
La ce turație a sistemului, bila se desprinde de cilindru? 

1.2.105. În camera unei roţi de automobil a pătruns o pietricică. 
La ce viteză minimă a automobilului pietricica va participa la mişcarea 
roții fără să lunece? Se dau : unghiul de frecare la lunecare dintre pietri- 
cică $i cauciucul camerei 9 = 11532', raza roții R = 49 cm. Dacă viteza 
automobilului scade, în ce punct de pe periferia roții va începe lunecarea 
pietricelei? Daţi unghiul razei vectoare cu orizontala. 

1.2.186. Două perechi de bile de mase m = 410 g, respectiv M = 2,00 
kğ, sînt fixate în colţurile unui pătrat care se poate deforma liber, masele 
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M fiind legate si printr-un resort iniţial nedeformat de constantă elastică 
k = 8,66 N/m. Sistemul se aşează pe o masă orizontală netedă fără fre- 
cări şi se pune în rotaţie în jurul axei verticale proprii. Pătratul devine 
romb cu unghiul ascuţit « = 60%, ca în figură. Aflaţi viteza unghiulară 
de rotaţie. 

1.2.187. Pe filetul (ghiventul) dreptunghiular interior al unei piuliţe 
cu ax vertical lunecă un mic corp. Se cunosc: raza interioară a piulifei 
R = 3,0 cm, unghiul filetului faţă de planul transversal al piulitei a = 
= 15° şi unghiul de frecare dintre corp si piuliţă o = 5,0%. Aflaţi viteza 
limită constantă în modul cu care va luneca corpul. 

1.2.188. Aflind că la viteze mari forţa de rezistenţă a aerului este 
proporţională cu pătratul vitezei, un elev a luat o bilă de masă m = 100 g 
și legind-o de un fir a început s-o învirtă repede deasupra, capului pe un 
cere de rază Jt = 1 00 m (pumnul descriind un cere mai mic). A constatat 
atunci că raza vectoare a bilei (raza cercului F) face un unghi œ = 6,0? 
cu direcţia firului în planul orizontal. Neglijind forța de greutate (faţă 
de tensiunea din fir), aflaţi coeficientul de proportionalitate din legea 
fortei. 

f 1.2.189. Un atomobil porneşte uniform accelerat pe un are de cere 
orizontal de lungime s:= 50 m şi rază de curbură R = 100 m. Ce viteză 
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maximá finală poate atinge dacă coeficientul de frecare între anvelope 
şi şosea este u = 0,28? 

1.2.190. Un camion, pornind din repaus, face un viraj de rază R = 
= 100 m, descriind un are de cere de unghi a = 30°. Coeficientul de fre- 
care între anvelope şi asfalt este u = 0,30. Dacă viteza sa creşte uniform 
în modul, ce valoare maximă poate atinge? 

1.2.191. Pentru a creea greutatea artiticială două părţi ale unei nave 
cosmice, de mase- m, = 4,0 t, m, = 8,0 t au fost despărțite la distanţa 
L — 29,4 m dintre ele si puse în rotaţie in jurul CM comun. Aflaţi peri- 
oada de rotaţie a sistemului, ştiind că un ceasornic cu pendul din cabina 
m, merge de n = 2,00 ori mai încet decit pe Pămînt. 

1.2.192. Un camion accelerind cu o accelerație maximă posibilă 
pe o şosea rectilinie își măreşte viteza vy = 20,0 m/s cu Av = 0,5 m/s 
într-un timp At — 0,10 s. În ce interval de timp At' minim poate face el 
acelaşi lucru pe o şosea orizontală curbă de rază R = 100 m? Pentru 
ce rază R’ nu-și poate mări viteza vo? 

1.2.193. Un camion de masă m = 1000 kg virează cu acceleraţia 
tangenţială constantă a, = 1,00 m/s? pe o şosea orizontală de rază R = 
= 108 m, avind coeficientul de frecare u = 0,30. Ce viteză maximă dez- 
voltá pînă la apariţia lunecării ? Ce putere va avea motorul în acest moment? 

1.2.194. O locomotivă merge cu viteza constantă v, = 1,00 m/s 
și trage printr-un cablu de lungime l = 32 m un vagon de masă m = 9,0 t 
ca in “figură . Cunoscînd unghiurile a = 45, B = 15° (frecári neglijabile), 
aflați tensiunea din cablu în acest moment. 
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1.2.195. În anvelopa de rază R a unui automobil eare merge cu viteza 
constantă v, a intrat un cui de masă m. Aflaţi forţa de reacțiune asupra 
cuiului şi raza de curbură a traiectoriei sale în funèție de unghiul 0 format 
de raza vectoare cu verticala. 


1.2.196. Un pahar tronconic are diametrul bazei D = 7,0 em si unghiul 
de înclinare al pereţilor « == 30 (faţă de verticală). La ce turație a paha- 
rului în jurul axei sale verticale, apa (30 cm?) aflată pe fundul paharului 
va îi azvirlită afară? a 

1.2.197. Pe suprafața interioară a unci sfere de rază R = 55 cm poate 

aluneca cu frecare foarte mică o bilă de rază r = 5,0 cm. Care va fi pozi- 
tia de echilibru relativ a bilei (unghiul dintre raza vectoare a bilei si ver- 
ticala) dacă sfera se roteşte cu turatia n = 1,00 rot/s în jurul diametrului 
vertical? 
(*) 1.2.198. Peste suprafaţa exterioară a unui con cu deschiderea 
2a = 90? si cu vîrful în sus este aşezat orizontal uu lánfisor de masă m = 
= 314 g si rază R = 20 cm cu capetele legate între ele, astfel încît el 
se roteşte o dată cu conul cu viteza unghiulară o = 9,0 rad/s în jurul 
axei sale verticale. Ce tensiune va fi în lántisor? 
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1.2.199. O tijă verticală are prinse la capete două fire de același fel 
sub unghiurile a, respectiv B, astfel încît la capătul comun este prinsă 
o bilă de masă m la distanţa R de tijă, ca în figură. Sistemul se pune în 
rotatie cu viteze unghiulare din ce in ce mai mari. Care din fire se rupe 
primul? 


Lil FAP 


mitve 


1.2.200. Un cilindru de masá m — 1,00 kg, adus in miscare de rotatie, 
este așezat într-un unghi diedru 2g = 90°, ca in figură. Cunoscind unghiul 
de frecare cu planele e = 15°, aflați forţele de apăsare asupra planelor. 

2,201. Aflaţi de cite ori creşte viteza maximă realizabilá fără dera- 


pare la o şosea datorită „suprainălțării” părţii exterioare cu unghiul 
a = 6,0, unghiul de frecare fiind e = 15°. i 

1.2.202. Ce viteză minimă trebuie să aibă un motociclist pentru 
a putea merge pe suprafața interioară a unui cilindru vertical, centrul 
său de masă descriind un cerc orizontal de rază R = 10,0 m, stiind că 
pe o gosea oritontală, la acelaşi coeficient de frecare raza minimă de viraj 
la viteza v, = 9,8 m/s este Ej = 40 m. Cu ce unghi faţă de orizontală 
se înclină motociclistul dacă merge cu viteza minimă cerută? Dar cu 
viteza v = 22 m/s? 

1.2.203. Două corpuri mici identice sint legate între ele printr-un 
fir de lungime / = 2,0 cm si aşezate de-a lungul unui meridian al unei 
sfere fixe fără frecări, de rază R = 98 cm, astfel incit un corp este in 
pol. Care va fi accelerația inițială a sistemului? Pentru ce coeficient, de 
frecare corpurile vor rămîne in repaus? 

1.2.204. La un viraj de rază R = 100 m, efectuat cu viteza iniţială 
vo = 10,0 m/s, un camion frineazá cu accelerația tangenţială constantă 
maximă astfel ca să nu derapeze si parcurge distanța s = 30 m pină 
la oprire. Aflaţi coeficientul de frecare. 

1.2.205. Un cilindru se rostogoleşte cu accelerația orizontală a = 
= 4,9 m/s? a centrului de masă. Pe suprafața sa interioară alunecă un 
mic corp astfel încît raza sa vectoare face un unghi « = 45° cu orizon- 
tala. Aflaţi coeficientul de frecare. 

1.2.206. Un acrobat de masă m = 60 kg merge uniform pe un cilin- 
dru, în timp ce cilindrul se rostogolește uniform în sens opus fără să lunece. 
Unghiul maxim faţă de verticală format de raza vectoare spre punctul 
unde calcă acrobatul este 0 = 30°. Aflaţi unghiul’ de frecare si forța de 
frecare în acest caz. 

1.2.207. O bilă de masă m, = 100 g suspendată de un fir este menți- 
nută în repaus în poziție deviată eu « = 60° a firului față de verticală; 
De bila m, este suspendată printr-un alt fir o altă bilă de masă m, = 200 g. 
Aflaţi accelerația bilei 2 imediat ce i se dă drumul bilei m,. 


36 


** 1.2.208. Acceleraţia normală a unui mobil care se mișcă pe un cere 
de rază R variază după legea a, = A + Bt + Ct?. Deduceţi legea accele- 
ratiei tangentiale $i legea spaţiului. 

*  1.2.209. Un mobil se miscá pe o traiectorie circulará dupá legea s — 
= ci?, unde e = 0,10 m/s. Aflati acceleraţia tangentialá în momentul 
când viteza este v = 30 m/s. 

* 12.210. Într-o mişcare circulară 0 = bt — ct?, unde b, c sint constante 
pozitive. Caleulati viteza unghiulară medie si acceleraţia unghiulară 
medie pe durata mișcării, de la pornire piná la oprire. 


** 1,2,211. Acceleratia unghiulară a unei particule în mişcare circu 'ulará 


b 

este c WIES Aflaţi tangenta unghiului dintre acceleraţie şi viteză. 

T cy 
*  1.2.212. O bandă de magnetofon de grosime h se infásoará cu viteză 
constantă c, pe o bobină de rază iniţială Rọ. Aflaţi: a) viteza cu care 
creşte raza bobinei, b) acceleraţia unghiulară a bobinei. 
(*) 1.2.213. În timpul oscilaţiilor unui pendul simplu gravitațional acce- 
lerația maximă a bilei este de n ori mai mare decit; acceleraţia minimă a 
bilei. Aflaţi amplitudinea unghiulară a oscilaţiilor. Ce valori poate lua n? 
** 12.214. O roată se roteşte astfel încît acceleraţia sa unghiulară variază 
după legea s = A — Be. Stiind cá la momentul initial | 1=0, o = oo 
aflaţi legea de variaţie a vitezei unghiulare. Care este viteza unghiulară, 
staţionară si in cit timp se atinge? 
* 12.215. O particulă se mişcă pe un cere de rază R după legea s = 
= A sin (ot -+ a), $ — lungimea arcului de cerc. Aflaţi valorile extreme 
ale accelerației. 
x 1.2.216. Un mobil se mişcă pe un cere de rază E astfel, încît unghiul a 
dintre viteză si acceleraţie este constant. Exprimaţi viteza in funcție 
de timp, viteza iniţială fiind «vo. 
x 12.217. De un stilp cilindric vertical de rază R este prins un fir de 
lungime ? (în planul orizontal) avind la capăt o bilă. I se imprimă bilei 
o viteză orizontală e perpendicular pe fir. Neglijind frecările, aflați după 
cit timp se înfășoară o fracțiune f din lungimea firului. 
** 1.2.218. Pe un stilp cilindric vertical de rază R.— 10,0 cm este infá- 
surat un fir de lungime 7 = 68,6 cm, avind la capăt o bilă. I se imprimă 
bilei o viteză radială v = 3,43 m/s. În cit timp firul se va înfășura din 
nou pe stilp? Frecările sint "neglijabile. 
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** 1.2219. Într-un jgheab curbat sub formă de circumferință orizontală 
de rază Er, (r — raza jgheabului) lunecă un mie corp cu coeficientul 
de frecare u și viteza iniţială to. Aflaţi : a) coordonata carBilinie s in func- 
tie de vi teză, b) viteza iniţială necesară pentru ca acest corp să înconjoare 
complet circumferința. 
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*  1.2.220. Un pendul simplu gravitațional de lungime } si masă m 
oscilează după legea 0 = A sin (ot + x). Calculați tensiunea din fir. 
(*) 1.2.221. Un lănțişor de masă m = 100 g si lungime / = 1,00 m, cu 
capetele impreunate, Infásoará periferia unui dise orizontal care se rotește 
uniform în jurul axei sale verticale şi antrenează prin frecare lănțişorul. 
La ce turație a discului lánfisorul se va rupe, dacă tensiunea sa de rupere 
este T, = 1,00 kN? 


——— Forte elastice 


1.2.222. Ce înălțime maximă poate avea un zid de cărămidă dacă 
limita de rezistenţă a cărămizilor la comprimare este 5, = 6,0 MN/m:, 
iar coeficientul de siguranţă este s = 5,0? Greutatea specifică a cărămizilor 
y = 20,0 kN/m?. é 

.2.223. Două sirme de dimensiuni identice dar din materiale dife- 
rite, sint sudate o dată în serie $i apoi în paralel si supuse la o forţă de 
tracţiune. Caleulindu-se apoi modulele de elasticitate ca si cum ar fi din 
același material s-au găsit, bineînțeles, valori diferite: K’ = 96' GPa, 
E" = 100 GPa. Aflaţi modulele £,,, pentru fiecare sirmá. 

1.2.224. Au fost confecționate baloane de sticlă de diferite raze si 
de aceeaşi grosime a pereţilor. Baloanele sînt supuse unui test de rezis- 
tentá la presiune. a) Care din baloane se sparge mai intii? b) Cum tre- 
buie să fie grosimea pereţilor faţă de raza balonului pentru ca ioate balog- 
nele să reziste la aceeaşi presiune ? 

(**) 1.2.225. Un resort greu de constantă elastică & este aşezat pe un plan 
orizontal fără frecări si tras la capete de forțele orizontale Pa. Atlafi 
alungirea resortului. 

(**) 1.2.226. Un dinamometru este așezat orizontal pe un plan orizontal 
tără frecári. Resortul are masa m, iar torpul cilindric al dinamometrului 
în care se află resortul are masa M. De capătul liber al resortului se trage 
cu o forţă orizontală F}, iar de corpul dinamometrului se trage cu o forţă 
F, in sens opus. Ce forţă P indică dinamometrul ? 

„2.227. Un corp de masă m = 10,0 g este suspendat de un fir elastio 
de constantă k = 10,0 N/m. Cu cît trebuie ridicat corpul de la poziţia 
sa de echilibru pentru ca lăsat apoi liber să rupă firul a cărui tensiune 
de rupere este T, = 0,40 N? (g = 10 m/s?). A 

„2.228, În sistemul din figură barele au masă neglijabilă şi articu- 
latiile sint ideale. Iniţial barele formează un pătrat, resortul fiind nedefor- 
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mat și de lungime lo = 9,8 em. De capătul inferior se agaţă un corp de 
masă m = 0,50 kg și unghiul superior devine a = 60°. Aflaţi constanta 


elastică a resortului. 
Ute 


íow* 
t 
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1.2.229. În sistemul din figură se cunosc } = 100 N/m si F — 10,0 N, 
resortul si'scripetele fiind ideale. Cu cit coboară punctul A ? 

1.2.230. Pe un disc orizontal care se poate roti în jurul axei sale ver- 

ticale se află un mie corp de masă m — 100 g prins printr-un resort de 
centrul discului. Dacă turaţia discului este cel mult m = 2,0 rot/s, resortul 
rămîne nedeformat. Dacă turatia creşte foarte lent pînă la ng = 5,0 rot/s, 
resortul se alungeste cu o fracțiune f = 1,0 din lungimea sa nedeformată. 
Aflaţi constanta elastică a resortului. 
(*) 1.2.231. Pe un cilindru de rază R = 20,0 cm se îmbracă un inel de 
cauciuc întins uniform, de masă m = 200 g si constantă elastică k = 100 
N/m, avînd in stare nedeformatá lungimea lọ = 62,8 em. Cilindrul este 
pus in miscare de rotaţie cu acceleraţia unghiulară constantă e = 1,00 
rad/s?. După cit timp inelul de cauciuc va începe să lunece faţă de cilindru, 
dacă coeficientul de frecare la lunecare este yu. = 0,10 ? (Se neglijează 
gravitația). 

1.2.232. În punctul superior al unui plan cu înclinația & = 30° față 
de orizontală, este prins un capát al unui resort ideal, cu lungimea nedefor- 
mată | = 9,8 em şi constantă elastică I = 30 N/m. De celălalt capăt al 
resortului este prinsă o bilă de masă m = 100 g si de dimensiuni neglija- 
bile, sprijinindu-se de plan fără frecare. Se imprimă sistemului o mişcare 
de rotaţie cu viteza unghiulară o = 15 rad/s în jurul unei axe verticale 
care trece prin punctul superior al planului înclinat. Aflaţi alungirea 
xesortului. Ce viteză unghiulară maximă se poate imprima sistemului ? 
** 1.2.233. O tijă omogenă si uniformă de masă m și lungime 1 se roteşte 
cu viteza unghiulară œ într-un plan orizontal în jurul unei axe verticale 
trecînd printr-un capăt al tijei. Care va fi tensiunea: T(x) în tijă in sec- 
tiunea depărtată cu z de axa de rotaţie ? Care este xeactiunea articulației t 

1.2.234. Un pendul conic are firul de suspensie format dintr-un fir 

de cauciuc elastic de lungime nedeformată lọ = 60 cm si constantă elas- 
tică k = 9,8 N/m. Bila are masa m — 310 g. Ce viteză unghiulară are 
pendulul dacă firul a deviat cu unghiul « = 60°? 
(*) 1.2.235. Un fir elastic de lungime lọ = 1,00 m, masă m = 0,100 kg 
8i constantă elastică k = 2,00 N/m este închis sub formă de inel și pus 
în mișcare de rotaţie cu viteza unghiulară o = 20 rad/s într-un plan 
orizontal fără frecări. Aflaţi raza inelului. 
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** 1.2.236. Denienstrati formula generalizată a lui Galilei pentru miş- 


carea curbilinie oarecare : 
Us 


eod aaro d eta — so) 

unde à, este acceleraţia tangentialá medie pe distanța (So, $). Aplicaţi for- 
mula la oscilatorul armonic (de masă m si constantă elastică X). 

** ].2.237. Un corp se mişcă pe o traiectorie curbilinie după legea s = 
= b"v* — c^, b, c, n — constante pozitive, la momentul iniţial t = 0 coor- ` 
donata iniţială fiind s; = 0. Deduceti legea vitezei în funcţie de timp. 
** 1.2238. Într-o mişcare încetinită diâgrama vitezei în funcție de 
timp este reprezentată printr-un sfert de elipsă din primul cadran. Viteza 
iniţială este v = 10 m/s, iar timpul pînă la oprire tm = 40 s. Calculaţi 
distanţa $ parcursă pînă laoprire. Deduceţi legea mișcării. 


** 1.2.239. Viteza de curgere a unui riu variază cu distanţa de la țărm 
după legea v = 1:V/y, k = const, pînă la mijlocul riului, după care variază 
invers, simetric, pînă la celălalt mal. Lăţimea rîului este b. O barcă por- 
neste de pe țărm cu viteza v, constantă : a) orientată permanent perpen- 
dicular pe țărm, aflaţi cu cit o duce la vale apa cînd ajunge la celălalt 
țărm; b) orientată astfel încît să înainteze exact perpendicular pe țărm 
(vo > Vmax A Fiului), aflaţi in cit timp barca traversează rîul. c) Care este 
semnificaţia constantei Ww? ` 

* — 1.2.240. O particulă descrie o curbă plană astfel încît dreapta suport 
a accelerației trece printr-un punct fix 0. Arátafi că accelerația se poate 
exprima astfel : 


de 
a —v——, v # const, - 
dr 


unde r este distanța piná la punctul fix. 

(*) 1.2.241. Un punct material se mişcă într-un plan (Oxy) după legea : 
= bt, y = ct — ht?, unde b, c, h sint constante. Aflaţi unghiul dintre 

vectorii viteză si accelerație în funcție de timp. 

** 1.2.242. Un elicopter urcă cu viteza v, = vo = const, dar în acelaşi 

timp suflă vint orizontal a cărui viteză creşte cu înălţimea : ts = AY y. 

Deduceti legile mişcării şi ecuaţia traiectoriei. 

+ — 1.2.243. Ecuațiile cinematice ale mişcării uhui mobil sint x =A cos ot, 

y = B sinot, A, B, o— constante pozitive. Aflati: a) ecuaţia implicită 

a traiectoriei, b) viteza (z,y), €) acceleraţia a(x,y) şi acceleratiile tangen- 

"ţială a, şi normală an, d) raza de curbură a traiectoriei R(x,y). 

** 1,2,244. Un' cere de rază R se rostogolește fără lunecare pe o dreaptă 

Oz. a) Stabiliţi ecuaţiile parametrice ale traiectoriei unui punct de pe 

cerc în funcţie de unghiul 0 al razei sale vectoare cu verticala. Această 
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traiectorie se numește ciclvidă. b) Un mobil se mişcă cu viteză constntá v 
pe cicloidá. Calculaţi proiecția a, a accelerației sale pe axa Oy. c) Calculaţi 
lungimea unei bucle de cicloidă. 
" 1.2.245. Un lanţ (sau fir greu omogen) suspendat de capetele sale 
ia sub acţiunea greutăţii forma unei curbe numită „lănţişor” de ecuaţie 


y = P en rec = b ch > s b = const, 


care reprezintă asanumitul cosinus pe eril (ch). 

Un mobil se deplasează uniform pe lanţ cu viteza constantă v. Cal- 
culaţi acceleraţia, si raza de curbură a lántisorului în funcţie de coordo- 
natele (2, y) ale mobilului. 


..Un mobil descrie o traiectorie plană astfel, incit v, = tor = 
3! 
v 

= const. Arătaţi că atunci acceleraţia se scrie a == ——, unde R este 


$ itoz 
raza de curbură a traiectoriei. 
12.247, Arătaţi că în cazul unei mi 
v a mobilului se scrie : 


iar 0 unghiul dintre 


ări plane viteza pe traiectorie 
Jt), unde R este raza de curbură a traiectoriei, 
(sau tangenta la traiectorie) si o axă fixă (de 
ex. Ox) din planul mişcării. 

** 1,2,248. Un mobil se mișcă în plan astfel incit unghiul a dintre viteză 
și celeraţie este constant, Arătaţi că viteza pe traiectorie v a mobilului 
se scrie 


qom ve-ta, 


unde 0 este unghiul dintre viteză (sau tangenta la traiectorie) și o axă 

din plan (de ex. Oa). 

* |.2.249. Ecuaiiile mișcării unui mobil sînt urmă 
= rsin ot, 2 = cl, unde r,o,e 

toria, b) viteza, €) acce clerafia, d) raza de curburá. 

* 142.250. Arátati că la miscarea liberă a unei particule în aer, oricare 

ali forţa de rezistenţă a : ului, avem 


toarele 
int constante pozitive. Afla 


rcos ot, 
a) trajec- 


d*y “i g 
à SV a 
da? tz A 


unde v, — £ este componenta vitezei pe axa orizontalá. 
** 1.2251. O particulă este aruncată in aer cu viteza inițială v, sub 
unghiul a, faţă de orizontală. Forţa de rezistenţă din partea, aerului este 
proporţională cu viteza. Cunoscind viteza limită c de cădere liberă, cal- 
culati : a) ecmponentele vitezei v;, c, in funcție de timp, b) coordonatele 
x,y în funcţie de timp, €) timpul de urcare im pînă la înălţimea maximă, 
d) coordonatele înălţimii maxime, e) ecuaţia explicită a traiectoriei şi 
asimptota.ei, f) obţineţi cazul particular al aruncării în vid. 
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—— Cimpul gravitational 


* 13232. Caleulati intensitatea cimpulai gravitational al unui inel 
subţire de masă m şi rază R la o distanţă y de centrul inelului pe axa 
acestuia. La ce distanţă cimpul este maxim si ce valoare are? 


Fig 252 


„9.253. La ce altitudine deasupra unui Pol greutatea unui corp este 
aceeaşi ca la ecuator dacă acceleraţiile gravitaționale sint: 

gp = 9,83 m/s?, ge = 9,78 m/s?, iar raza Pămîntului E = 6370 km? 

1.2.254. La ce altitudine deasupra unui Pol greutatea unui corp 
este aceeaşi ca la ecuator pentru o planetă sferică de rază Jt = 6400 km, 
densitate e = 5,5 g/cm? si perioada de rotaţie T = 24 h? (Constantă 
gravitaţională y = 6,07 - 10-11 N.m?/kg?.) . 

1.2.255. Cunoscind raza Pămîntului R = 6370 km, aecelera(i gravi- 
tajională gy = 9,8 m/s? si constanta gravitaţională y = 6,07 : 1073 N.m?/ 
[kg?, aflați densitatea medie a Pămîntului. . 

1.2.256. La ecuatorul unei Planete corpurile cîntăresc de m = 2,0 
ori mai puţin decît la Poli. Perioada rotației proprii T = 2h 17 min. 
Aflaţi densitatea medie a Planetei (y = 6,67 - 107? N.m?/kg?). 

1.2.257. Cunoscind prima viteză cosmică v; aflaţi viteza unui satelib 
pe o orbită circulară de rază r = n R. 

12.258. Pe o orbită circulară de rază r = 6500 km în jurul unei 


planete de masă M = 5,98 -10? kg zboară un satelit. Aflaţi perioada 
(Y = 6,67 - 10-11 N.m?/kg?). 

1.2.259. Aflaţi perioada minimă de revoluţie a unui satelit în jurul 
unei stele neutronice de densitate p = 1,0: 107 kg/m?. Se dă constanta 
gravitaţională + = 6,67- 10-14 N. m?/kg?. 

1.2.260. Ştiind durata unui an T, diametrul unghiular al Soarelui 
a = 32' si constanta gravitaţională y, aflaţi densitatea materiei solare; 

1.2.261. Un satelit artificial al Pămîntului este lansat pe o orbită 
circulară în planul ecuatorului în sensul de rotaţie al Pămîntului cu raza 
orbitei r = 3R, (R — raza Pămintului). După cit timp satelitul revine 
prima dată deasupra punctului de lansare ? 

* 1.2,262. Un satelit artificial este lansat în planul ecuatorial în sensul 
rotației Pămîntului. Aflaţi raportul dintre raza orbitei si raza Pămîntului 
pentru care satelitul va reveni periodic deasupra locului de lansare la 
interval de n zile. Pentru ce valoare n satelitul va fi geostaționar ? 

1.2.263 Perioadele a doi sateliți pe orbite circulare din același plan 
sint în raportul T,/T, = 2,0. La momentul t = 9 distanţa dintre sateliți 
este minimă. În ce raport creşte distanţa dintre ei là t = 71 
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1.2.264. Două stele de mase m, = 1,98 -109 kg, m, = 0,99 . 107 
kg se rotesc avind distanţa R = 5,9 - 109 km între ele, Aflaţi viteza unghiu- 
lará şi vitezele lor (y = 6,67 - 10711 N. m?/kg?). 

1.2.265. Calculaţi prima viteză cosmică pentru Jupiter, stiind că 
satelitul Hanimede se rotește pe o orbită de rază r = 1,0 -10° km eu 
perioada T = 7,15 -24 h. Raza planetei Jupiter R; = 70 -103 km. 

1.2.266. Aflaţi acceleraţia gravitaţională de cădere liberă la supra- 
fata Soarelui, cunoscind durata anului 7 = 1,0 ani, distanţa Pămînt- 
Soare R = 149,5 - 10% km și unghiul « = 32 sub care se vede de pe 
Pămint discul solar. 

1.2.267. Care este perioada unui satelit artificial lansat la altitudine 
mică pe o planetă sterică omogenă de densitate p = 5 500 kg/m? (y = 
= 6,67. 107 N. m?/kg?). 

1.2.268. Caleulati perioada, de revoluţie a Lunii în jurul Pámintului 
cunoscînd acceleraţia terestră a căderii libere g = 9,8 m/s?, raza Pămin- 
tului Ro = 6400 km si distanţa Pámint-Luná Jt = 384000 km. 

1.2.269. Caleulati masa Soarelui cunoscînd perioada de revoluţie 
a Pămîntului în jurul Soarelui 7 = 1,00 ani, distanţa Pámint-Soare R = 
= 149,5: 10% km și constanta gravitaţională y = 6,67 - 10-31 N. m?/kg?. 

1.2.270. Un cosmonaut cu masa m = 100 kg se află în afara navei 
de masă M = 5,0 t, legat de navă printr-un cablu de lungime l = 64 m. 
Nava se mișcă pe o orbită circulară în jurul Pămîntului la altitudinea 
h = 600 km, Care este tensiunea din cablu dacă cosmonautul este mereu 
de partea opusă Pămîntului? (Raza Pămintului R = 6400 km). 

1.2.271. Un satelit este lansat de la un polcu o viteză orizontală. 
După « = 3 h 20 min satelitul atinge altitudinea maximă faţă de Pàmint. 
Atlaţi această altitudine. ` 
*  1.2.272. Luna se depărtează de Pămînt cu viteza radială €, = 3,3 
cm/an. Aflaţi accelerația unghiulară a Lunii stiind distanta Pămînt-Lună 
I = 384 - 109 km si viteza unghiulară a Lunii e = 2,56- 10-8 rad/s. 
** 12.273, Fie un fragment de cere de butoi, de masă m, de unghi la 
centru a si de rază de curbură R. Calculaţi intensitatea cîmpului gravita- 
tional in centrul de curbură. 

** 12.274. Caleulaţi intensitatea cimpului gravitational al unui dise 
subţire, omogen si uniform, de masă m si rază R, pe axa de.simetrie a 
acestuia. Deduceţi apoi intensitatea cimpului gravitational al unui plan 
infinit, de densitate superticială c. 

** 1.2.2735. Caleulati intensitatea cîmpului gravitațional al unui fir 
rectiliniu de lungime / £i masă m, la distanţa r de fir pe mediatoarea aces- 
tuia. Deduceţi apoi cîmpul unui fir infinit cu densitatea liniară A. 

** 1.2276. Deduceţi expresiile cimpului si potenţialului gravitațional 
produs de o sieră omogenă de masă m si rază R. 

** 12.277. Un corp este aruncat vertical in sus de la suprafaţa Pămin- 
tului cu viteza iniţială v,. a) Neglijind rezistența, aerului, aflaţi la ce înăl- 
time maximă se ridică corpul si timpul de urcare (se tine seama de variaţia 
lui g cu altitudinea). b) Dacă corpul cade liber de la o înălţime A, aflaţi 
cu ce viteză ajunge pe Pămînt si timpul de cădere. 


1.3. ENERGIA 
cm MECANICĂ 


1.3.1. Un corp de masă m = 1,00 kg urcă vertical uniform accelerat. 
Pe o anumită distanţă k = 1,00 m el are viteza medie (v) = 5,00 m/s si 
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viteza, sa crește cu Av = 0,50 m/s. Aflaţi lucrul mecanic efectuat asupra 
corpului pe această distanţă. , 

1.3.2. O láeustá, indreptindu-si picioarele de lungime 1 = 5,0 cm, 
sare pină la o înălțime k = 30 cm. Evaluaţi puterea medie dezvoltată 
pe unitatea de masă (puterea, specitică) a lácustei. 

1.3.3. Un vagonet de masă m = 300 kg trebuie să parcurgă o dis- 
tantá s = 784 m într-un timp minim, accelerind uniform si frinind uni- 
form. Coeficientul de frecare la lunecare între roţi şi sine p= 0,20. Aflaţi 
timpul minim posibil si puterea minimă necesară a motorului. 

1.3.4. De un tren de masă M = 100 t care merge rectiliniu uniform 
se desprinde ultimul vagon de masă m = 10,0 t. Ge distanţă parcurge 
acest vagon pînă la oprire, dacă puterea locomotivei este tot timpul cons- 
tantă P — 300 kW, iar după desprindere viteza trenului este constantă 
v' = T2 km/h? Se consideră că toate forțele de rezistenţă sint proportio- 
nale cu greutăţile. ; 

1.4.5. Dacă imprimám sistemului din figură o anumită viteză, dînd 
un impuls corpului m, = 20 g în jos, acesta coboară cu 4, — 25 cm. Dacă 
imprimăm sistemului aceeași viteză, dînd un impuls corpului m, = 100 g 
spre Stinga, corpul m, urcă cu hy = 5,0 cm. Aflaţi coeficientul de frecare u. 
(Seripetele este ideal.) 
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** 1.3.6. Pe o masă este întins un lanţ. Un capăt al lanţului, de care este 
prins un corp eu, atirnă liber peste marginea mesei. Cind porţiunea de 
lanţ de pe masă are lungimea lę lanţul este în echilibru, dar la o mică 
trepidaţie începe să lunece. Aflaţi viteza lanțului în momentul cînd el 
părăseşte masa, mai general, viteza lanțului în funcţie de deplasarea 
capătului său liber. n 

1.3.7. O săniuță coboară pe un plan înclinat de înălțime kh = 2,00 
m $i bază b = 5,00 m, racordat cu un plan orizontal, pe care sániufa se 
opreşte pareurgind o distanță s = 35 m. Aflaţi coeficientul de frecare la 
lunecare u. (Aplieati considerații energetice) 

1.3.8. Un. corp lunecá liber, fără viteză iniţială, din vîrful unui plan 
inclinat, de unghi « = 9,0°, care are jumătatea superioară absolut netedă 
fără frecári, iar jumătatea inferioară cu coeficientul de frecare u. Pentru 
ce vaiori u corpul poate ajunge la baza planului? (Aplicați consideraţii 
energetice.) 

1.3.9. Un motor de putere P — 4,9 kW trage uniform in sus de-a 
lungul unui plan inclinat un corp. Cunoscind impulsul corpului p = 1000 
N.s $i unghiul de frecare o = 3,0°, aflați unghiul planului. 

1.3.10. Un corp de masă m = 200 g este lansat cu viteza iniţială 
v = 12 m/s in sus de-a lungul unui plan înclinat de unghi « = 30°. Coe- 
ficientul de frecare la lunecare u = 0,30. Citi căldură se degajă prin 
frecare în timpul t = 3,5 s de la lansare? 

1.3.11. Ce viteză trebuie să aibă schiorul în punctul D pentru a putea 
urca liber pînă în punctul A? Se dau : înălțimea h = 1,00 m, distanța 
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orizontală d = 10 m şi coeficientul de frecare u — 0,10. Cu ce viteză se 
întoarce liber înapoi în punctul D? 

1.3.12. Un corp de masă m = 2,00 kg lunecá liber pe un plan inclinat 
de unghi « = 30°. După o distanţă s = 1,00 m corpul are viteza + = 3,7 
m/s. Caleulati pierderea de energie mecanică. i 
(**) 1.3.13. O sanie de masă m = 40 kg este trasă lent in sus pe un deal 
de zăpadă de înălțime h = 2,00 m si lungime pe orizontală 1 = 10,0 m. 
În fiecare moment sfoara este tangentă la suprafața dealului, iar coeficien- 
tul de frecare este u = 0,050. Aflaţi lucrul mecanic efectuat de forța de 
tracţiune. 
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1.3.14. Un avion de masă m = 2,5 t cu motor oprit planează cu viteza 
v = 144 km/h coborind de la o înălţime h, = 2,0 km pină la o înălțime 
ha = 1,0 km, parcurgind o distanţă d = 10 km. Ce putere trebuie să 
dezvolte motor ul pentru a se întoarce înapoi cu aceeași viteză? 

1.3.15. O sanie de masă m = 200 kg urcă un deal cu viteza e = 36 
km/h motorul dezvoltind o putere P = 0,80 kW. Coeficientul de frecare 
cu zăpada y. = 0,010. Aflaţi panta dealului. 

1.3.16. Un camion de masă m == 4,0 t coboară o pantă p = 5,0 % 
cu viteză constantă v = 54 km/h cu motor decuplat. Ce putere trebuie 
să dezvolte motorul pentru a urca înapoi aceeaşi pantă cu aceeeasi viteză? 

1.3.17. Un camion urcă o pantă mică (sub 5°) cu viteza e, = 30 km/h 
și apoi coboară pe aceeaşi pantă cu viteza v, = 50 km/h cu aceeasi putere 
à motorului. Ce viteză va avea camionul pe un druin orizontal la aceeași 
putere a motorului? Foate forţele de rezistență sînt proporționale cu apăsă- 
rile normale. 

1.3.18. Pe o bandă rulantă, înclinată cu unghiul « = 30°, care se 
t în jos cu viteza v, = 0,50 m/s, se aşează uşor o cărămidă de masă 
2,0 kg. Ce lucru mecanic efectu forța de frecare asupra cărămizii 
leasta se opreşte față de bandă; coeficientul de erare fiind u = 0,40? 
9. Un corp este aruncat sub unghiul zo ' eu energia cinetică 
Bo = 10,0 J. Caleulati energiile cinetică și potențial y" ináltiinea maximă, 

1.9.20. Sub ce unghi dati de orizontală trebuie aruncat un corp, 

pentru ca energia sa cinetică în punctul de înălţime maximi să fie f = 25 % 
din energia cinetică iniţială din punctul de lansare ? 
(*) 1.3.21. Pe suprafaţa orizontală netedă a gheții stă in repaus o scîn- 
dură de masă M = 1,00 kg si lungime / = 1,00 m, la capătul'căreia stă 
o pisică de masă m — 2,09 kg. a) Cu ce viteză minimă faţă de gheaţă 
trebuie să sară pisica pentru a cáde» la celălalt capăt al scindurii ? b) Sub 
ce unghi faţă de orizontală trebuie să fie viteza pentru ca energia cheltuită 
de pisică pentru salt să tie minimă? | 

1.3.22. Un lanţ de lungime 1 = 20 m este trecut simetric peste un 
scripete ideal (E < l). Datorită unei trepidatii lanţul începe să coboare. 
Aflaţi viteza lanţului în momentul cînd părăsește scripetele. 
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1.3.23. O particulă se mişcă uniform pe un cere de rază R = 50 em, 
avind energia cinetică E, = 10,0 J. Aflati forţa care acţionează asupra 
particulei ; puterea dezvoltată de această fort si lucrul mecanic efectuat 


de ace: ar forţă la o rotaţie. 
- Din vîrful O al unui semicilindru fix coboară Jiber, fără viteză 


inițială si gm frecári un mic corp de masă m. Aflaţi şi reprezentaţi in 
funetie de unghiul 6 forţa de apăsare exercitată de corp asupra cilindrului. 
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1.3.25. De la înălțimea H = 2R lunecă pe un plan înclinat fără fre- 
eare un mie corp. Planu} înclinat continuă cu o buclă circulară de rază 
R în planul vertical. La ce înălțime corpul se desprinde de buclă? 

1.3.26. Un corp de masă m = 0,50 kg alunecă liber de la o înălţime 
h = 2,00 m si descrie bucla din figură de rază R = 40 em astfel încît in 
punctul superior al buclei apăsarea este zero. Aflaţi căldura degajată 
prin frecare de-a lungul traiectoriei pînă la acest punct. 


ELT 
k 
ffir e loi 


1.3.27. Un mic corp lunecă fără frecare pe suprafața interioară a unui 
cilindru de rază R = 4,00 m după care intră pe un plan orizontal rugos cu 
coeficientul de frecare” u = 0,20, oprindu-se după parcurgerea distanţei 

=30 m. La ce înălţime h corpul apăsa pe cilindru cu o forță N —fmg, f —2,0? 
1.3.28. Un corp de masă m suspendat de un fir oscilează într-un plan 
vertical sub acţiunea greutăţii cu amplitudinea unghiulară « (pendului 
simplu gravitational). Care este tensiunea din fir în momentul cînd firul 
formează unghiul 0 cu verticala? Care este tensiunea maximă şi minimă ? 

1.3.29. Un pendul simplu gravitațional oscilează cu amplitudinea 
unghiulară « = 75°31. Pentru ce deviatie a firului tensiunea, din fir este 
egală în modul eu tensiunea din starea de echilibru Static a pendulului ? 

1.3.30. Un pendul simplu gravitațional are bila de masă m = 50 g 
suspendată de un fir de lungime l = 1,00 m. Știind cá bila are viteza 
maximă v, = 1,41 m/s, aflati tensiunea "minimă din, fir. 

1.3.31. Într-un tub orizontal oscilează fără frecare un mie corp de 
masă m pe un arc de cere de lungime egală cu diametrul tubului. Aflaţi 
forța de apăsare pentru o poziţie oarecare a corpului' cînd raza vectoare 
face unghiul 6 cu verticala. Cit este apăsarea maximă? 
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1.3.32. Unei bile suspendate de un fir j se imprimă o viteză orizon- 
tali. Cind firul a deviat cu unghiul 0 — 30? acceleraţia bilei a fost ori- 
zontalá. Aflaţi unghiul de deviatie maximă. 

1.3.33. La ce tensiune minimă de rupere trebuie să reziste un fir 
pentru ca o bilă de masă m suspendată de îir să poată descrie un cerc în 
planul vertical? 

1.3.34. De un fir, respectiv tijă imponderabilă, de lungime 1 este 
suspendată o bilă. Ce viteză orizontală trebuie imprimată bilei pentru 
ca ea să urce pînă in punctul superior diametral opus? Atlaţi tensiunile 
maxime. 

1.3.35. De tavanul unui lift este suspendată printrgin fir de lungime 

l = 80 cm o bilă care oscilează cu amplitudinea unghiulară œ = 60? 
Cind firul trece prin poziţia verticală cablul de sustinere a liftului se rupo 
şi sistemul cade liber. Ce viteză față de Pămint va avea bila atunci cind 
loveşte tavanul? 
(*) 1.3.36. Un satelit; cu masa m = 200 kg zboară la altitudinea hı 
= 100 km pe o orbită circulară. Datorită frecirii cu straturile superioare 
ale atmosferei, satelitul ajunge pe o orbită circulară la altitudinea kg == 
= 90 km. Citi căldură se dezvoltă prin frecare? 

1.3,37. Unei bile suspendate de un fir de lungime /— 1,00 m i se 
imprimă o viteză orizontală v, = 6,0 m/s. La ce înălţime firul va slăbi 
şi bila va părăsi cercul? Ce viteză va avea bila in acest moment? 

1.3.39. O bilă de masă m = 100 g suspendată de un fir de lungime 
l = 20 cm este deviatá cu œ = 60 şi i se comunică o viteză vy = 2,0 m/s 
perpendicular pe fir in planul vertical conținînd firul. Aflaţi forța minimă 
la care trebuie să reziste tirul. ~ 

1.3.39. Pe o tijă subţire (de masă neglijabilă) ţinută orizontal sint 
fixate două bile de mase m, = 3,0 kg, Mm, = 2,0 kg la distanţele r, = 1,00 
m, r, = 2,00 m de axa orizontală transversală in jurul căreia se poate 
roti tija în planul vertical, ca în figură. Ce viteză va avea bila interioară 
cînd tija, lăsată liber, va trece prin poziţia verticală ? 
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1.3.40. Sistemul din figură cu masele m, = 0,50 kg, m = 0,50 kg 
fixate pe tije de lungime], = 40 em, l, = 30 em, este lăsat liber să se roteas- 
că în jurul axei orizontale O. Aflaţi viteza unghiulară cind tija l, devine 
verticală. 

1.3.41. Pe o tijă de masă neglijabilă, avind la capătul superior o 
articulaţie, sint fixate două corpuri de mase m, = 200 g, m, = 100 g la 
distanţele l, = 40 cm, le = 80 em de articulaţie. Tija este deviată cu 
unghiul g = 60? şi lăsată liber. Ce viteză unghiulară va avea tija atunci 
cînd trece prin poziţia verticală? 

1.3.42. O halteră formată din două bile identice legate printr-o tijă 
de masă neglijabilă, oscilează în planul vertical ca în figură cu amplitu- 
dinea a = 60°, r = 10 cm, R = 30 cm. Ce viteză unghiulară are hakera 
cînd trece prin poziţia verticală ? 
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1.3.43. O halteră formată din două bile mici de masă m fiecare, legate 
printr-o tijă subţire lungă, este menţinută în poziţie verticali, spirijinità 
de un perete vertical ca în figură. Cu ce forță va apăsa bila inferioară 
asupra peretelui vertical în momentul cînd în căderea sa liberă tija hal- 
terei formează unghiul g cu orizontala ? (Se neglijează frecările). 

1.3.44. Un corp de masă m — 1,00 kg este coborit; uniform cu viteza, 
€ = 2,00 m/s cu ajutorul unui fir elastic de constantă  — 100 N/m. Care 
va fi tensiunea maximă din fir dacă oprim bruse capătul superior al firului ? 

1.3.45. De un resort de constantă  — 100 N/m si de lungime nedefor- 
mată | = 1,00 m, deviat de la verticală, este atirnat un corp de masă 
m = 1,50 kg, Lásat liber resortul arată o forţă maximă F — 30 N în 
timpul oscilaţiilor. Cu ce unghi a fost deviat iniţial resortul ? 

1.3.46. Un fir de lungime / = 2,00 m rezistă pînă la o tensiune de 
rupere T, — 14,7 N. Un capăt al tirului este fixat la înălţimea 4 —4,00 m 
deasupra solului, iar de celălalt se atirnă o bilă de masă m — 1,00 kg. 
Deviind firul cu bila pînă la orizontală, i se dă drumul. La ce distanţă 
pe orizontală de punctul de suspensie va cădea, bila pe Pămînt ? 

1.347. Un pendul gravitational este format dintr-o tijă subţire 
de gréütate neglijabilă și două corpuri m, = 0,60 kg, m, = 0,40 kg punc- 
tiforme la distanţele l, = 0,50 m, /, = 1,00 m de articulaţie ca în figură. 
Știind amplitudinea unghiulară g == 60°, aflați tensiunea din tijă între 
cele două corpuri în momentul cind tija trece prin p a verticală, 

1.3.48. Pe un fir foarte lung este suspendată o bilă de masă m, = 
= 100 g de care este legată în continuare printr-un fir de lungime / = 
= 20 cm o altă bilă de masă m, == 50 g. Ce viteză orizontală minimi vj 
trebuie imprimată bilei 2 pentru ca să ajungă la același nivel cu bila 1? 

1.3.49. O tijă subţire de masă neglijabilă are la capete două bile 
de mase m, = 0,300 kg, m; = 0,700 kg si se poate roti liber în jurul unei 
axe orizontale perpendiculare pe mijlocul tijei. Iniţial tija este ţinută 
orizontal și apoi i se dă drumul. Aflaţi tensiuniie din tijă în momentul 
cînd tija trece prin poziţia verticală. 

1.3.50. Un vagon se mişcă orizontal cu viteză ta = 36 km/h după care 
intră pe un plan înclinat de unghi g = 6,6, racordat cu planul orizontal. 
Peste tot trecările sint neglijabile. În vagon este susendat de tavan un 
pendul simplu graviiaţional de lungime l = 1,00 m în repaus față de 
vagon pe planul orizontal. a) Care va fi amplitudinea de oscilație a pen- 
dulului pe planul inclinat, la urcarea si la coborirea vagonului? b) Dar 
în cazul unui teleferic si unghiul « — 30^? 

1.3.51. O tijă de lungime / de masă neglijabilă are capătul inferior 
într-o articulaţie, iar la capătul superior o bilă de masă m care se sprijină 
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pe suprafaţa laterală a unui bloc de masă M. Frecările sînt neglijabile. 
Datorită unui mic impuls sistemul pornește spre dreapta. Aflaţi unghiul 
pe care-l va face tija cu orizontala în momentul desprinderii de bloc și 
viteza blocului M în acel moment. Aplicaţie numerică ; / = 1,00 m, M/m = 
= 4,0. 
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1.3.52. Din vîrful unei emisfere fixe absolut netede de rază R lunecă 
fără viteză iniţială un mic corp. Aflaţi: a) punctul de unde se desprinde 
corpul de sferă, b) unghiul sub care loveşte el planul orizontal şi c) înăl- 
timea la care urcă după ciocnirea, perfect elastică cu planul orizontal. 

1.3.53. Un mic corp este așezat în virful unei sfere de rază R, care 
stă pe un plan orizontal. Sferei i se comunică o viteză orizontală cons- 
tantá vo. Neglijind frecárile, aflați la ce înălţime se ridică corpul după 
ciocnirea perfect elastică cu planul orizontal. 

1.3.54. Ce acceleraţie trebuie imprimată blocului din figură (sistemul 
fiind iniţial în repaus) pentru ca corpul ins Să înceapă să lunece pe bloe? 
Se dau m, = 1,00 kg, m, = 7,50 kg, u = 0,40. 

1.3.55. Două corpuri de mase m, = 45 kg, m, — 1,50 kg sint sus- 
pendate pe fire de o tijă subţire de masă neglijabilă, la distanţele l= 
= 1,00 m, la = 0,60 m de suport, corpul m, fiind așezat pe podea. Cu ce 
unghi a trebuie deviat tirul cu m, pentru ca la revenire corpul Ma Să se 
desprindă de podea? 

1.3.56. De pe virful unei sfere fixe netede (fără frecări) lunecă fără 
viteză iniţială un mic corp. La ce distanţă de la punctul inferior al sferei 
va cădea? 
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1.3.97. Bila din figură, tixatá la capătul unei tije subţiri de masă negli- 
jabilă, începe să cadă din poziţie verticală fără viteză iniţială. Aflaţi unghiul 
format de viteză cu orizontala în momentul ciocnirii i podelei. 

1,3.58. Două resoarte de constante elastice kı == 100 N/m, k = 200 
N/m/sint legate în serie, un capăt al resortului compus fiind fix, iar de 
celălalt se trage încet pină cînd resortul 2 se alungeste cu s = 10,0 cm. 
Aflati lucrul mecanic etectuat. 

1.3.59. În figură m, = 0,20 kg, ma = 0,10 kg, k = 20 N/m, F = 6,0N 
coeficientul de frecare este același pentru ambele cerpuri. Ce energie 
potențială are resortul în regim staţienar? 
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0. Un corp de masă m = 1,00 kg avînd viteza iniţială vy com- 
cele două resorturi de constante elastice lı = 100 N/m, la = 200 
N/m, legate în serie ca în figură. Cunoseind energia de deformare maximă 
E, = 6,0 J a resortului 2, aflaţi viteza, vy. 

13. 61. Două corpuri identice de masă m = 0,50 kg fiecare sint legate 
printr-un resort de constantă elastică 1; — 30 N ta şi “asezate pe o masă 
orizontală cu coeficientul de frecare la lunecare u = 9,20. Iniţial resortul 
nu este deformat. Ce viteză minimă trebuie imprimată corpului din dreapta, 
spre celălalt corp sprijinit de perete, pentru că ucesta din urmă să se 
desprindă de perete? 
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1.3.62. Cutia de masă M = 10,0 kg din figură, cade liber de la o 
înălțime h, corpul m = 1,60 kg fiind in timpul căderii în repaus față de 
cutie. Aflaţi h astfel ca după ciocnirea plastică a cutiei cu solul, cutia să 
se desprindă ulterior de sol. Constanta elastică k = 100 N/m. 

1.3.63. Un acrobat cade de la o înălțime H = 12 m pe o plasá orizon- 
tală întinsă pe care o curbează eu h — 1,0 m. Plasa are dimensiuni mari, 
dar masă neglijabilă faţă de masa omului. ivaluati de cite ori forța maximă 
er lui este mai mare decit greutatea sa. 

1.5464. Un lift de masă m = 1,00 t coboară uniform cu viteza o == 
= 107m/s suspendat fiind pe un cablu elastic de oţel. La un moment dai 
capătul superior al cablului este blocat. Care va fi tensiunea maximă din 
cablu? Constanta elastică a cablului k = 962 kN/m. 

1.3.65. Corpul de masă m = 12,0 kg este deplasat foarte încet ori- 
zontal pe o distanţă s = 0,40 m cu ajutorul unei forţe F aplicată sub 
unghiul a = 30 prin intermediul unui resort de constantă b= 300 N/m, 
iniţial nedeformat. Coeficientul de frecare u= 0,40. Atiaţi lucrul mecanic 
efectuat de forța F. 
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1.3.66. De-a lungul unui fir elastic de lungime lọ = 1,00 m, de cons- 
tantă elastică k = 50 N/m si de masă neglijabilă, lunecă un manşon greu 
astfel încît forța de frecare dintre fir si manson este F, = 10,0 N. Aflaţi 
căldura degajată. 

** 1.3.67. Un corp începe să lunece pe un plan înclinat de unghi g avînd 
un coeficient de frecare la necare „ = bx. Calculati distanţa parcursă 
pînă la oprire si viteza maximă atinsă. 

** 1.3.68. O bilă de masă m atirnată de un fir oscilează într-un plan 
vertical cu amplitudinea unghiulară e. Aflaţi în funcţie de unghiul 6 
format de fir cu verticala : a) tensiunea din fir, b) acceleraţia bilei, c) va- 
lorile extreme ale accelerației. . 

** 1.3.69. Un linfisor de lungime 7 este aşezat pe suprafaţa unei sfere 
de rază R, fără frecári, astfel încît un capăt al lanţului se află în virful 
sferei. Cu ce acceleraţie va porni linfisorul imediat ce îl lăsăm liber? 
* . 1.3.70, Energia cinetică a unei particule care se mi pe un cerc 
de rază R depinde de arcul s după legea E, = As2. Aflaţi forța F(s). 
** 1.3.71. O rachetă de masă m porneşte vertical in sus sub acţiunea 
unei forte de tracţiune F = 2mg (1 — Ay), unde A = const > 0. Aflaţi 
lucrul mecanic efectuat de această forţă de tracţiune pe toată durata 
urcării. 

* 1.3.72. Energia potenţială a unei particule într-un cîmp de forţe cu 


simetrie sferică este U = = — LA unde a, b sint constante pozitive. 
Á r? p 

Aflaţi: a) distanța la care particula poate sta în echilibru, b) forța de 

atracție maximă, c) reprezentaţi grafie forța și energia potențială. 

* 1.3.73. O particulă de masă m se miscá pe un cere de rază R cu accele- 

rația normală @, = A, A > 0. a) Aflaţi puterea dezvoltată de forțele 

aplicate. b) Dacă puterea dezvoltată de forțele este constantă P = P, = 

= const, deduceți legea accelerației normale. 

** 1.3.74. O sanie de masă m si lungime ! intră la un moment dat (t = 

= 0) cu viteza v, de pe zăpadă cu coeficientul de frecare la lunecare y, 

pe asfalt cu coeficientul de frecare la lunecare p, > ua. Calculați : a) dis- 

tanta si timpul pini la oprire, b) căldura pe unitatea de timp, makimă 

degajată. 


** 1.3.75. Asupra pinzei de arie S a unei bărci suflă vint cu viteza es, 
m A 1 - " T 
exercitind o forţă F = k Se (to — c)*, unde v este viteza bărcii, p — 


densitatea aerului. Aflaţi : a) legea vitezei și legea mişcării bărcii negli- 
jind forţele de frecare sau de rezistenţă. Barca porneşte din repaus. b) În 
cit timp barca atinge o fracțiune f din viteza vintului &, $i ce distanţă 
parcurge în acest timp? Faceţi o evaluare numerică. c) Pentru ce viteză 
a bărcii puterea dezvoltată de forţa vintului este maximă? 

** 1.3.76. Un mie corp de masă m lunecă pe suprafața interioară a unei 
sfere de rază R, cu coeficientul de frecare la lunecare u, pornind fără viteză 
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iniţială din extremitatea unui diametru orizontal al sferei. Exprimaţi 
energia cinetică a corpului în funcţie de- unghiul la centru 0 descris de 
raza vectoare a corpului. 


p 22771 


(**) 1.3.77. O particulă se mișcă pe o axă orizontală Ox într-un cîmp de 
forte, dependent de coordonată, conform graficului din figură, unde P, = 
= 10 N. Asupra particulei acționează de asemenea și o forţă de frecare 
cu |F,;| < Po. Particula pleacă din punctul A de abseisă z,— 0,10 m 
fără viteză iniţială. a) Caleulati căldura degajată prin frecare pînă la oprirea 
particulei. b) Considerind |P;'- const, reprezentaţi calitativ viteza, par- 
ticulei în funcţie de coordonată (traiectoria în spaţiul fazelor). 
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** 71.3.78. Viteza unui vehicul de masă m variază după legea v —c . 


t m 
a) Reprezentaţi grafie legea vitezei şi aritati care este semnificația Tizici 
a constantelor e, 7z. b) Neglijind forţele pasive de frecare $i de rezistență 
calculati lucrul mecanie al fortei de tracţiune pe intervalul (0, t). c) Veri- 
licati teorema variației energiei cinetice. 
** 1.3.79. Viteza unui avion de masă m, pe o porţiune de accelerare 
variază după legea v = rg + Aa (v = vo la i = 0). Calculati lucrul mecanic 
efectuat in intervalul (0, t). Ce semnificație are constanta A? 
** 1.3.80. Un vehicul merge pe o şosea spre Nord. Asupra vehiculului 
acţionează forţa de presiune a vintului care se intensifică odată cu depla- 
sarea vehiculului, după lezea F = F, + As, si în acelaşi timp vintul 
isi schimbă direcţia de la S—N pînă ajunge la E—V dup legea 0 = Bs. 
Caleulati lucrul mecanic efectuat de forța de presiune a vîntului. 
** 1.3.81. Un corp de masă m se mișcă rectiliniu după legea z = A + 
+ Bt + Ct*. Aflaţi lucrul mecanic al fortelor aplicate efectuat in inter- 
valul (0, t). 
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14. IMPULSUL 
ae MECANIC 


1.4.1. Două tije de aceeaşi secţiune sint lipite cap la cap, astfel ca 
CM să fie în punctul de alipire. Știind raportul densitátilor p+/p2, aflați 
raportul, lahgimilor si al maselor tijelor. 

1.42. Într-o barcă de masă M = 40 kg, aflată în repaus, stau la 
extr; tm doi pescari de mase m, = 40 kg, m, = 10 kg, la distanța 
d = 5,0 m unul de altul. Pescarii isi schimbă locurile. Cu cit se va deplasa 
barca? 

1.4.3. În sistemul din figură M = 2,00 kg, m, = 0,40 kg, m, = 0,60 
kg, h = 1,50 m. Frecările sint neglijabile și scripetele este ideal. Cu cit 
se deplasează corpul M piná.in momentul cînd m; atinge planul orizontal? 


1.4.4. O moleculă se mişcă cu viteza v, = 300 m/s $i lovește perfect 
Se frontal, un piston care se mişcă in același sens cu viteza v, = 
= 30 m/s. Ce fractiune din energia sa pierde molecula? 

, 1.4.5. Un corp de masă m, loveste frontal, perfect elastie, un alt corp 
de masă m, în repaus. Cunoscind raportul r = m,/m,, aflați in ce raport 
se schimbă energia corpului m, prin ciocnire. 

-1.4.6. O locomotivă se mişcă cu viteza ry si loveşte frontal perfect 
in. un mic cior aflat in repaus. Ce viteză va căpăta căruciorul? 
1.5.7. Un f ul paralel de particule identice, fiecare de masă m = 
- 1,00 mg si viteză v = 10,0 m/s în direcţia fasciculului, loveste perpendi- 
lar un pereie (piston) care se mişcă in aceeași direcție cu viteza « 

2,00 m/s.Concentratia particulelor în fascicul este n = 10 - 10% m- 
o o früctiure f — 0,40 din ele sint absorbite de perete, iar restul reflec- 
tate absolut elastic. Ce presiune se exercită asupra peretelui? 

1.48. O particulă mică cade liber în atmosferă de la o înălţime mare. 
La supraiata Pămîntului particula loveşte perfect elastic o placă orizon- 

tală x. Aflaţi accelerația particulei imediat după ciocnire. 

148. Două baloane sferice de volume egale V = 1,00 m?, dar de 
mas€ diferite m, = 7,2 kg, m, = 5,2 kg, sint legate intre ele printr-un 
fir lung. Baloanele coboară vertical in armosteră liniştită de la o înălțime 
mare. a) Atlaţi tensiunea din fir cind baloanele ajung în vecinătatea, 
suprafeței Pămîntului. b) La suprafaţa Pămîntului primul balon cioeneste 
perfect elastic : acoperisul orizontal al unui bloc. A ai acceleraţia acestui 

balon i DR după ciocnire. Se dă densitatea aerului p = 1,3 kg/m?. 

TAN, Într-o barcă de masă M = 280 kg stau doi oameni de mase 
egal = 70 kg. Fiecare om începe să alerge cu viteza relativă w = 6,0 
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m/s față de barcă si sare in apă. Aflaţi viteza bărcii dacă oamenii încep 
să alerge si sar: a) în același sens simultan si consecutiv, b) în sensuri 
opuse simultan şi consecutiv. 

1.4.11. Un corp de masă M = 990 g aflat în repaus pe un plan ori- 
zontal cu coeficientul de frecare u = 0,050 este ciocnit plastic de un glonţ; 
de masă m = 10 g cu viteza v = 200 m/s. Ce distanţă parcurge sistemul ? 

1.4.12. Într-un jgheab orizontal neted se află n corpuri cu masele 
descrescinde m,, *.., Mn, astfel ea mi/muy = k> 1. Ise imprimă primului 
corp viteza, v, spre celelalte corpuri. Considerind ciocnirile perfect elastice, 
aflaţi viteza ultimului corp și randamentul energetic. 

1.4.13. Pe un plan orizontal fără frecări se află două corpuri m = 
— 20 g si M = 30 g. Planul orizontal continuă (racordat) cu un plan 
înclinat pe care coeficientul de frecare este acelaşi pentru ambele cor- 
puri. Imprimind corpului m o viteză convenabilă v spre corpul, M, pri- 
mul corp se opreşte după ciocnire, iar corpul M urcă pe planul înclinat 
pînă la o înălţime h, = 40 cm. Schimbind între ele corpurile, se imprimă 
corpului M acceaşi viteză t, si atunci corpul m urcă după ciocnire pe pla- 
nul înclinat pină la înălțimea A. Aflaţi he. 

1.4.)4. Pe o suprafață orizontală absolut netedă stă o scîudură de 
masă J 1,60 kg si lungime / = 1,20 m peste care este așezat la un 
capăt un corp de masă m = 0,40 kg, avînd coeficientul de frecare y. == 
= 0,30 cu scindura. Ce viteză orizontală minimă trebuie imprimată 
brusc scindurii astfel încît corpul m să lunece si să cadă de pe scindurá ? 
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1.4.15. Unui corp de masă m, = 1,00 kg, asezat la capătul unei sein- 
duri orizontale lungi de masă m, = 2,00 kg, i se imprimă o viteză orizon- 
tală vo = 2,00 m/s orientată spre celălalt capăt. Coeficientul de frecare 
la lunecare dintre corp si scîndură u = 0,20, iar între scindurá si masă 
zero. 4i. distanţa parcursă de corp pe scîndură. 

446 


Un corp de masă m = 1,00 kg este lansat pe un cărucior de 
masă 4,00 kg şi lungime / = 0,80 m, aflat in repaus si care se poato 
mişca fără frecare pe planul orizontal. Cu ce viteză trebuie lansat corpul 
pentru ca să se oprească în punctul de lansare după ce s-à ciocnit perfect 
elastic de peretele de la extremitatea cáruciorului, ca în figură? Coefici- 
entul de frecare la lunecare dintre corp si cărucior este y. = 0,20. 


Fig. 1.4.16 
1.4.17. Un obuz aflat în repaus explódeazá în douá fragmente de 
mase m, = 1,00 kg, m, = 2,00 kg care capătă energia cinetică totală 
W = 30 kJ. Aflaţi vitezele fragmentelor. 
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1.4.18. Un balon de sticlă se sparge de podea dacă cade liber de la 
o înălțime minimă h = 0,90 m. Ce viteză minimă trebuie să aibă acest 
balon ca lovind un alt balon identie aflat iniţial în repaus, baloanele 
să se spargă? 

1.4.19. Un glonţ de masă m = 10 g zburind orizontal cu viteza vy = 
= 500 m/s străpunge un bloc de lemn de masă M =1 „00 kg, așezat; pe o 
masă orizontală, netedă, fără frecări, si iese cu viteza v = 300 m/s. Aflaţi 
ce fracțiune din energia glonțului se transformă în căldură. 

1.4.20. Un glonţ zburind cu viteza v, străpunge mai multe scinduri 
identice aşezate transversal. După străpungerea primei scinduri viteza 
glonfului v' = fv,, unde f = 0,80. Aflaţi in a cita scindurá glonțpul se va 
opri. i 

1.4.21. Un patinator de masă M = 60 kg aruncă orizontal o bilă 
de masă m = 6.0 kg care în momentul desprinderii de patinator are viteza 
relativă u = 2420 m/s faţă de patinator. Aflaţi lucrul mecanic efectuat 
de patinator şi coeficientul de frecare la lunecare dacă patinatorul se depla- 
sează dupa aruncare eu 5 = 20 em, 

1.4.22. O bilă de masă m = 10 g, cázind liber in jos, loveste podeaua 
şi urcă la înălțimea h — 80 cm. Variația de impuls la ciocnire este [Ap | = 
= 0,17 kg. m/s. La ce înălţime va urca bila după următoarea ciocnire cu 
podeaua dacă pierderea procentuală,” de energie la ciocnire este aceeași ? 

1.4.23. Într-un vagonet de masă M = 20 kg care se mișcă orizontal 
cu viteza v = 5,0 m/s, cade de la înălţimea à = 3, 0 m o cărămidă de masă 
m = 5,0 kg. Aflaţi căldura degajată. 

1.4.24. Asupra unui tren care merge cu viteza e, = 72 km/h cade la 
un moment dat vertical ploaia cu debitul Q — 10,0 kg/s, care apei se 
scurge pe pereţii vagoanelor. Cu cit trebuie să crească puterea locomotivei 
pentru a păstra viteza neschimbată? 

1.4.25. Corpul m, = 1,00 kg, căzind liber pe distanța Ah, = 1,60 m, 
eiocnește perfect elastic corpul m, = 2,00 kg aflat în repaus, care imediat 
după ciocnire este lăsat liber. Sistemul ciocneşte apoi plastic planul ori- 
zontal la distanţa ha = 2,00 m. Aflaţi forța de impact cu care sistemul 
va ciocni planul orizontal, dacă durata ciocnirii este 7, = 10 ms. 
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1. A4 be. O minge de masă m = 100 g cade fără viteză iniţială de la o 
înălţime h = 54,5 cm. După fiecare lovire a podelei viteza mingii reprezintă 
o tracţiune k = 0,90 din viteza de dinaintea chocnirii (coeficientul de 
restituţie), iar timpul de contact cu podeaua reprezintă o fracțiune f = 
= 0,20 din timpul de cădere respectiv. Aflaţi timpul pini la oprirea defi- 
nitivá a mingii şi distanţa totală parcursă de minge. 


1.4.27. De un aerostat, aflat in repaus in atmosferá, este legată o 

scară pe care stă un om. Masa, aerostatului cu scara este M = 40 kg, iar 

„a omului m = 60 kg. Ce viteză va avea aerostatul, dacă omul începe să 

urce pe scară cu viteza u = 1,00 m/s faţă de scară? Cită energie cinetică 
dezvoltă omul punindu-se în mişcare ? ? 

1.4.28. Un vagonet de masăm = 8,0 kg se mişcă. cu viteza, vo = 9,8 m/s 
fără frecíri. Pe platforma vagonetului se aşează o cărămidă de masă 
m, = 2,00 kg. Ze distanță parcurge cărămida pe platformă, pînă la oprirea 
sa față 'de platformă? Coeficientul de frecare între cărămidă si platformă 
u = 0,40. 

1 ALB. Trei bărci merg una după alta eu viteza v = 0,60 m/s fiecare. 
În fiecare barcă se află cite un om, astfel încît masa bărcii şi a omului 
este M = 90 kg, iar în barca din mijloc mai sint doi saci de masă m = 10,0 
kg fiecare. Din barca din mijloc sînt aruncați succesiv cei doi saci, unul 
spre barca din fatá, apoi al doilea spre barca din spate, cu aceeași viteză, 
relativă u = 1,10 m/s față de barcă. Aflaţi vitezele finale ale băreilor. 
(**)1.4.30. Două bile de mase m, = 0,20 kg, m, = 0,40 kg se mişcă cu 
vitezele v, = 10 m/s, v, = —15 m/s (una spre cealalta). Forţa de interac- 
tiune dintre bile se poate aproxima prin linia frintă din figură. Conside- 
rînd ciocnirea unidimensională, calculaţi vitezele finale, eoeficientul de 
restitutic şi căldura degajată prin ciocnire. 

1.4.31. O sferă de lemn de masă m = 1,00 kg este așezată pe un suport 
inelar. De jos in sus se trage un glonţ de masă mo = 10 g si viteză vo = 

450 m/s. Glontul străpunge sfera, care saltá piná la o înălțime h = 
0,90 m, La ce inál(ime urcă glontul ? 

4.4.22. Un corp este aruncat vertical în sus eu viteza v, == 10,0 m/s. 
În punctul de înălţime maximă el se dezintegrează in două fragmente. 
Fragmentul cu masa egală cu o fracțiune f = 0,20 din masa corpului 
cade vertical în jos si loveşte Pămintaul cu viteza v = 20 m/s. Cu ce viteză, 
cade pe Pămînt cel de-al doilea fragment si după cit timp de la căderea 
primulu 

1.4.33. Un corp de masă m, = 1,00 kg se mişcă cu viteza v, = 6,0 m/s 
i ajunge din urmá un corp de masă m, = 3,0 kg care se mişcă în același 
sens cu viteza v 2,0 m/s. Cu ce viteză se deplasează CM al cor purilor 
înainte şi după ciocnire? 

1.4.34. O moleculă de masă m = 5,0 - 10-% kg, aflată într-un cilin- 
dru cu piston, se mişcă eu viteza v, = 500 mjs în întimpinarea unui piston 
care se mişcă cu viteza e, = 2,00 m/s si de care se ciocneste frontal per- 
fect ela: Aflaţi variaţia energiei cinetice si a impulsului moleculei 
în urma ciocnirii. 

1.4.35. O particulă de masă m, loveşte o altă particulă de masă m, 
aflată în repaus. Aflaţi ce fracțiune din energia cinetică iniţială a particulei 
1 este transferată particulei 2, dacă ciocnirea este unidimensională : 
a) elastică, b) plastică, c) ce fracțiune se transformă în căldură în ciocnirea, 
plastică? d) Cind transferul de energie cinetică este maxim ? 

1.436. Peste un seripete ideal este trecut un fir cu două corpuri de 
mase m, = 0,40 kg, m, = 0,60 kg la capete. Care va fi accelerația cen- 
trului de masă al celor două corpuri ? 

1.4:37. Două stele se rotesc în jurul centrului de masă comun cu 
viteze constantejin modul v, = —10 km/s, 0,—20 km/s si cu perioada T —100 zile. 
Care sint masele steleler si distanța dintre ele ? (Constanta gravitaţională 
y — 6,67 -10-UN. m?/kg?) $ 
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1.4.38. Douá corpuri de mase m, — 0,40 kg, m, — 0,60 kg, legate 
printr-un fir orizontal de lungime 7 = 1,00 m, sint puse in mișcare de 
rotaţie in planul orizontal cu turatia n = A ,00 rot/s in jurul axei verticale 

care trece prin CM. Care va fi tensiunea din fir? 

1.4.39. Un glonţ de masă m străpunge o sferă de masă M suspendată, 
de un fir şi își micşorează viteza de n = 3,0 ori. Aflaţi între ce limite 
este cuprinsă fracțiunea din energia cinetică a glonfului transformată 
în căldură. : 

1.4.40. O particulá « de energie E, — 5,0 MeV loveste frontal per- 
fect elastic un nucleu de cupru in repaus $i ricoşează înapoi cu energia 
Ei = 3,9 MeV. Aflaţi raportul maselor mcu/ma. 

1.4.41. O bilă de lemn de masă M = 1,00 kg este suspendată de un 
fir. Un glonţ de masă m = 10 g străpunge bila dacă viteza sa v >t, —300 
m/s. Ce viteză va căpăta bila dacă glontul vine cu viteza v = 500 m/s? 

1.4.42. Evaluaţi viteza maximă pe care o pot imprima unei mingi 
de ping-pong doi jucători dacă viteza maximă a paletei este v şi fiecare 
jucător loveşte mingea de 3 ori. Cit timp va fi necesar pentru aceasta, 
dacă lungiméa mesei este 1? 

1.443. Două bile de mase m, = 0,40 kg, Mm, = 0,60 kg sint suspen- 
date pe fire paralele de lungime l = 1 ,00 m astfel‘ ^ncit bilele se ating. 
Prima bilă este deviată cu unghiul a, = 60 şi lăsată liber. Cu ce unghiuri 
deviază bilele dacă ciocnirea este : a) elastică, b) plastică, c) cîtă căldură 
se degajă în ciocnirea plastică ? 

1.4.44. Un corp de masă M = 4,0 kg cade liber de la o înălţime H = 
= 9,8 m. La înălțimea H/2 corpul este lovit plastic de un corp de masă 
m = 6,0 kg cu viteza orizontală vy = 9,8 m/s. Aflaţi viteza sistemului 
la căderea pe Pămînt. 

1.4.45. Un mic corp avînd viteza orizontală vo=10 m/s cade într-o 
groapă de adincime h = 1,00 m cu pereți paraleli transversali cu distanţa 
d = 5,0 em între ei, de care se ciocneste perfect elastic. Cite ciocniri va 
suferi 'corpul cu pereti piná ajunge la fund? 

1.4.46. Un corp de masă M == 1,00 kg cade liber fără viteză iniţială 
de là înălțimea H = 7,00 m (in vid). La înălțimea h == 3,00 m el este 
lovit plastic, orizontal, de un alt corp de masă m = 1,00 kg. După cit 
timp de la ciocnire corpurile ajung pe Pămint? 

a 1.4.47. La capătul unei scînduri de masă M = 200 g si lungime 
l = 30 em care pluteşte pe apă şade o broască de masă m = 100 g.Cu ce 
viteză minimă față de apă trebuie să sară broasca pentru a nimeri exact 
la celălalt capăt al scindurii? 

1.4.48. La capătul unei bărci uşoare de lungime / = 1,50 m si masă 
M = 20,0 kg stă un om de masă m = 60 kg. Cu ce viteză minimă faţă 
de barcă (după desprinderea de barcă) trebuie să sară ca să ajungă la 
“celălalt capăt al bărcii ? Cît lucru mecanic efectuează omul? 

1.4.49. Un atlet isi ia avint într-un timp t = 3,0 s si sare în lungime. 
Să se evalueze lungimea maximă posibilă a săriturii sale știind înălţimea 
maximă atinsă în timpul săriturii p = 1,00 1h şi coeficientul de frecare 
u = 0,30. 

1.4.50. Un glonţ de masă m = 9,0 g avînd viteza inițială v, = 160 m/s 
înclinată cu unghiul a = 30° fată de orizontală, străpunge o sferă 
de lemn de masă M = 300 g aşezată pe un suport inelar, Știind că glontul 
atinge înălţimea maximă h = 45 m, ce înălţime maximă atinge sfera 
de lemn? 
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. 1.451. Un proiectil explodează în punctul superior al traiectoriei 
la înălțimea h = 320 m in două fragmente avînd raportul maselor k = 
= M/m, = 2,0. Fragmentul mai greu cade exact sub verticala exploziei 
după timpul 7 = 4,0 s de la explozie, la distanţa s = 1200 m de la locul 
lansării proiectilului. Aflati la ce distanţă orizontală de la locul exploziei 
cade fragmentul mai uşor (g = 10 m/s2). 

1.4.52. Din două puncte de la suprafaţa Pămîntului se aruncă unul 
spre altul sub unghiurile « = 60%, 8 = 30? în același plan vertical două 
corpuri din care primul cu viteza «, = 12 m/s, iar al doilea cu masa de 

= 2,0 ori mai mare decit primul, astfel încît corpurile se ciocnesc plastic. 
Aflaţi viteza corpului rezultat la ciocnirea cu Pămiîntul. - | 

1.4.53. Un om de masă M = 60 kg stă pe gheața netedă fără frecări 
și aruncă orizontal de la înălțimea kh = 1,80 m un corp de masă m = 3,0 
kg care cade la o distanţă (orizontală) b = 9,0 mdela locul aruncării. 
Allati lucrul mecanic efectuat de om. 

1.4.94. O bilă cade liber de la o înălţime k = 4,0 m. La suprafaţa 
Pămintului ea lovește perfect elastic o placă fixă înclinată sub unghiul 
a = 30° faţă de orizontală. La ce înălțime se va ridica bila după cioc- 
nire? La ce distanţă de placă va cădea pe Pămînt? 

1.4.55. Un vagon lovește frontal perfect elastic o minge aflată în re- 
paus la marginea unei gropi care are adîncimea h=4,9 m si lăţimea b= 
—4,0 m. Ce viteză trebuie să aibă vagonul pentru ca mingea cioenindu-se 
periect elastic o singură dată cu podeaua gropii să ajungă la celălalt mal? 

1.4.96. Pe un plan înclinat lunecá liber fără viteză iniţială un corp. 
La vaza planului el ciocneste frontal, perfect elastic, un perete şi urcă 
înapoi pe plan. Stiind raportul dintre distanța de urcare şi cea de cobo- 
rire s,/s. = f = 0,50, aflaţi raportul dintre timpul de urcare si timpul 
de coborire. $ . 

1.4.57. Un corp lunecă fără viteză iniţială pe un plan înclinat de 
unghi a = 45° (cu orizontala). La baza planului el loveşte perfect elastic 
un perete fix aşezat transversal pe viteză, după care urcă înapoi în sus 
parcurgind o tracțiune f = 0,60 din distanţa de coborire. Aflaţi coeficien- 
tul de frecare la lunecare. 

1.4.58. O bandă rulantă de lungime 1 = 2,50 m si înclinată cu unghiul 
a = 30? față de orizontală urcă gráunte care cad cu, debitul m* = 1,00 
kg/s. Considerind că viteza inițială a grăunţelor este zero si că ajung repede 
în repaus față de bandă, aflați forța minimă necesară pentru a trage in 
sus banda $i viteza corespunzătoare a benzii. ” 


"Y Lyt 
1.4.59. O minge cade de la înălțimea k = 1,60 m si loveşte perfect 


elastic de douá ori un plan inclinat. Distanta dintre punctele de ciocnire 
este L = 4,0 m. Aflaţi unghiul de inclinare al planului. 
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1.4.69. O bili lovește perfect elastic sub unghiul de incidență 8 un 
plan inclinat de unghi a. Pentru ce unghiuri 8 bila se întoarce exact în 
punctul inițial de impact? 

' 1.461. Un săculeţ cu făină alunecă liber, fără viteză iniţială, de la 
o înătțime h = 8,0 m pe un plan inclinat de unghi æ = 45^. După coborire, 
săculeţul continuă mișcarea pe un plan orizontal, neracordat cu cel inclinat. 
Coeficientul de frecare este peste tot u = 0,50. La ce distanță de baza 
planului inclinat se va opri săculețul ? 
1.4.62. Un săculeţ cu făină lunecă liber pe un plan inclinat de unghi 
a = 607. Planul înclinat continuă neracordat cu un plan orizontal unde 
coeficientul de frecare este u = 0,60. Unde se va-opri săculeţul? 

1.4, Un sáeulet cu făină lunecă pe un plan înclinat de unghi g 
(cu orizontala) $i ajunge la baza planului cu viteza vọ Planul inclinat 
continuă neracordat eu un plan orizontal pe care coeficientul de frecare 
la lunecare este u. Să se demonstreze că dacă timpul de ciocnire al săcu- 
letului cu planul inclinat 
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atunci sáeuletul continuă mișcarea pe planul orizontal. 

1.4464. Un sáculet cu făină lunecă pe un plan înclinat de unghi s 
(cu orizontala). Planul înclinat continuă neracordat cu un plan orizontal 
unde coeficientul de frecare la luuecare este u. Sá se demonstreze cá 
dacă u> ctgg, săculețul se va opri sigur la baza planului. 

1.4.65. Intr-o pilnie cu deschiderea 27 = 60° si axă de simetrie ver- 
ticală sare o bilă, ciocnindu-se de două puncte diametral opuse, situate 
Ja aceeaşi înălţime, la fiecare interval de timp T = 1,00 s. Aflaţi viteza 
maximă si cea minimă a bilei. ^ 

1.4.66. Un corp alunecă liber pe o distanţă s — 4,9 m pe un plan 
inclinat de unghi y = 45? cu coeficientul de frecare la lunecare u = 0,30. 
La baza planului corpul se cioeneste elastic cu un perete transversal. Cit 
timp va dura mișcarea pină la oprirea definitivă a corpului (neglijnd 
timpurile de ciocnire) si care va fi distanţa totală parcursă? 

1.4.67. Un mic corp alunecă liber fără frecári pe un plan inclinat de 
lungime / = 0,80 m si unghi æ = 30 cu orizontala. După părăsirea planu- 
lui înclinat corpul cade pe un plan orizontal situat cu h = 0,90 m mai 
jos; de care se ciocneste perfect elastic. La ce înălţime maximă urcă cor- 
pul? 

1.4.68. Pe un plan inclinat de unghi 4 = 30° cade vertical, fără viteză 
inițială, de la o înălţime 4 = 1,00 m, o bilă. Considerind ciocnirea perfect 
elastică, aflați la ce distanță de-a lungul planului înclinat va lovi bila a 
doua oară planul înclinat. 

1.4.89. Două bile sint azvirlite orizontal cu aceeaşi viteză peste un 
mic plan înclinat fix. Prima bilă loveşte planul perfect elastic, iar a doua 
parțial elastic, anulindu-se doar componenta normală a vitezei. Ce unghi 
trebuie să aibă planul pentru ca bilele să cadă la aceeasi distanță de plan? 

1.4.70. Pe un postament de masă M = 1,00 kg este prinsă de un 
fir de lungime 1 = 75 cm o bilă de masă m = 200 g. Deviem bila ca în 
figură şi ii dăm drumul. Neglijind frecárile, aflați viteza postamentului 
în' momentul cînd bila trece prin punctul inferior. 

1.4.71. O bilă de oțel suspendată de o tijă subțire elastică, de masă 
neglijabilă, de lungime //— 0,80 m, este deviată pină la orizontală si 
lăsată liberă. In punetul inferior bila cioeneşte perfect elastic un perete 
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înclinat cu unghiul « = 30° ca în figură. Pină la ce înălțime se ridică 
bila după ciocnire? 

1.4.72. O sferă de masă M = 1,00 kg este suspendată de un fir de 
lungime 1 = 0,80 m. Firul este deviat cu unghiul a = 60° si lăsat liber. 
Cind sfera trece prin poziţia de echilibru, ea ciocneste plastic'o bilă de 
masă m = 0,20 kg care vine din sens opus sferei. Știind unghiul de deviere 
a! = 30° a corpurilor, aflaţi viteza bilei. E 

1.4.73. O bilă suspendată de un fir de lungime 1 = 0,80 m se află la 
înălțimea À = 30 em deasupra unei mese orizontale. Bila este deviată 
cu 90? si lăsată liber. Știind că firul rezistă pînă la o dată si jumătate din 
greutatea bilei, aflați la ce înălţime se va ridica bila după ciocnirea per- 
fect elastică cu masa. 

1.4.74. O bilă de masă m = 100 g, suspendată de un fiv de lungime 
l = 100 cm, a fost deviată pinà la poziţia orizontală a firului de suspensie 
şi lăsată liber. În punctul inferior al traiectoriei bila loveşte un corp de 
masă M = 200 g care parcurge»o distanță d = 200 em pină se oprește, 
în timp ce bila, ric ză. Intre ce limite este cuprins coeficientul de fre- 
care la lunecare dintre corpul M si planul orizontal? 

1.4.75. Din practică se stie că este mai usor să sări pe țărm de pe 
un $lep decit dintr-o barcă ușoară. De ce? Coraparati in cele două cazuri 
lungimea săriturii omului si forţa medie dezvoltată de om, considerind: 
că omul dezvoltă în ambele cazuri acelaşi lucru mecanic. 

1.4.76. O bară de masă m — 10,0 kg execută o rotaţie completă in 
plan.vertical în jurul unei axe transversale orizontale, trecînd printr-un 
capăt al barei. a) Dacă în punctul superior apăsarea asupra axei este 
egală cu greutatea barei, care va fi apăsarea în punctul inferior? b) Dar 
dacă sus apăsarea este zero? i 

1.4.77. La periferia unui dise de rază R = 0,10 m şi masă M = 8,0 kg 

este lipit un corp mie de masă m = 100 g. Cu ce viteză trebuie să se ros- 
togolească (fără lunecare) discul pentru ca la fiecare rotaţie el să se des- 
prindă de Pămînt? 
(*) 1.4.78. Două bile cu masele m; suspendate de fire paralele egale 
sint deviate simetric si lăsate liber. Bilele se ciocnesc plastic. Aflaţi ce 
fracțiune din energia cinetică a bilelor se transformă în căldură. Pentru 
ce raport al maselor cantitatea de căldură va fi maximă? . 

1.4.79. Două bile mici de mase diferite suspendate pe fire paralele, 
se ating. Prima bilă este deviată (cu fir întins) pînă la o înălţime 7: si 
apoi lăsată liber. În urma ciocnirii prima bilă se opreşte, iar cealaltă 
deviază la o înălţime k, < ha. Aflaţi pierderea relativă de energie cinetică 
prin ciocnire. > 
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1.4.80. Două bile suspendate ve fire paralele se ating intre ele. Una 
din bile este deviată si apoi lăsată liber. După ciocnirea, perfect elasticá, 
bilele se ridică la aceeaşi ináltime. Aflaţi raportul maselor. Dar dacă 
coeficientul de restitutie este k? 

1.4.81. O sferă de masă M oscilează cu amplitudinea mică 0 suspen- 
dată de un fir de lungime l. În momentul cînd sfera este într-o poziţie 
extremă se aruncă o bilă de masă m dintr-un punct situat la aceeaşi înăl- 
time cu punctul de suspensie al sferei la distanţa d de aceasta, în planul 
de oscilație a sferei. Aflaţi viteza bilei si unghiul ei cu orizontala astfel 
ca bila să ciocneascá plastic sfera în momentul trecerii ei prin poziţia de 
echilibru şi prin ruperea firului corpurile să cadă vertical. 


1.4.82. Un corp de masă m, = 300 g loveşte perfect elastic un alt 
corp de masă m, aflat initial in repaus, după care ricoseazà sub unghiul 
7/2 faţă de direcţia iniţială, cu viteza pe jumătate. Aflaţi masa ms. 

1.4.83. Două bile de mase m, = 0,200 kg, ? 0,100 kg se misc 
pe direcţii perpendiculare cu vitezele c, = 5,0 n respectiv va = 10,0 
m/s. Dupà cicocnire bila m, se oprește. Aflati v iteza primei biie după cioc- 
nire şi cantitatea de căldură degajată prin ciocnire. Trasați diagrama 
conservării impulsului. 

1.4.84. Două corpuri cu masele m, = 1,00 kg, ma = 2,00 kg se mişcă 
pe direcții perpendiculare, primul corp cu viteza 7, ET 0 m/s. După 
ciocnire primul corp se opreşte. Ce cantitate de căldură s-a degajat prin 
ciocnire? 

1.4.85. Un proiectil în repaus explodează în trei fragmente de mase 
Mia. CU energia cinetică totală E. Știind că direcţiile vitezelor formează 
între ele unghiuri « = 120, aflați vitezele fragmentelor. 

1.4.86. O particulă de masă m, loveşte perfect elastic cu viteza vo 
o particulă de masă m, aflată în repaus. După ciocnire particula m, rico- 
şează sub ununghi drept față de direcția inițială. Stiind viteza inițială 
20 raportul maselor r = ms/m;, aflați vitezele finale $i unghiul de recul 
al particulei Ma. 

1.4.87. O particulă de masă mi lov este cu viteza +, o altă particulă 

de E m, aflată in repaus. După ciocnire direcţiile de mişcare ale par- 
ticulelor formează unghiurile 6,, respectiv 0, cu direcţia 7,. Aflaţi vitezele 
finale. Dacă m, = m, și ciocnirea este perfect elastică, arátati cá 0, + 
+ 0, = 90, 
* — 1.4.88. O particulă de masă m, loveşte perfect elastic o atá par- 
ticulă de masă m, aflată initial în repaus, si este împrăștiată sub unghiul 9 
faţă de directa inițială. Aflaţi : a) viteza finală ei, b) pierderea (sau "trans- 
ferul) relativă de energie cinetică f = — AEa/Ea, c) pentru ce raport 
al maselor r = ms[m;, respectiv pentru ce unghi de imprástiere 0, trans- 
ferul de energie este maxim. 
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1.4.89. Două bile identice de masă m = 200g fiecare stau pe un 
plan orizontal si se ating între ele. O altă bilă de aceeaşi rază le loveşte 
central perfect elastic si se opreşte. Aflaţi masa acesteia din urmă. 

1.4.90. Două bile de mase m,,; si raze R,» absolut netede si absolub 
elastice se ciocnesc ca în figură. Se cunosc vitezele v, si parametrul b. 
Aflaţi unghiul de împrăştiere © a bilei m,. Aplicaţie numerică: m, = 
= My a = 30, v, = 2n. 
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1.4.91. Un corp de masă m = 1,00 kg coboară liber de la înălțimea 
h = 1,10 m pe o pană de masă M = 10,0 kg fără frecári, care poate luneca 
pe un plan orizontal fără frecări, ca în figură. Ce viteză va avea pana cînd 
corpul părăseşte pana? (jos pana este racordată neted cu orizontala). 

1.4.92. Pe o pană netedă fără frecări, de masă M, aşezată peun plan 
orizontal fără frecări, lunecă liber de la înălțimea H un mic corp de masă 
m. Aflaţi distanța de la corp piná la pană în momentul cînd corpul loveşte 
planul orizontal (căzind de la înălțimea k). Aplicaţie : H, = 1,80 m, k = 
= 0,80 m, m/M = 1/4. 


fig tif f ` Figti33 


1.4.93. În figură cele două „movilițe” sînt identice, de înălțime k = 
= 1,00 m si de masă M = 4,0 kg fiecare. Corpul mie m = 1,00 kg începe 
să coboare, după care urcă pe eealaltá „moviliţă””. Toate frecürile sînb 


neglijabile. La ce înălţime urcă corpul m? 
1.7494. Un corp de masă m = 1,00 kg intră cu viteza orizontală v) = 
=3 m/s pe porţiunea cilindrică de rază R = 20 em a corpuui de 
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masă M = 10,0 kg, aşezat pe un plan orizontal. Neglijind toate frecárile, 
aflaţi viteza corpului m la înălțimea R(g = 10 m/s2). 

1.4.95. Care trebuie să fie înălțimea h de la care cade liber bila m = 
= 1,00 kg, pentru ca ea să nu urce mai sus de marginea jgheabului semi- 
cilindric de rază R = 40 cm şi masă M = 4,00 kg din figură. Frecările 
se neglijează. 

1.4.96. O halteră formată din două bile identice legate printr-o tijă 
imporiderabilă de lungime l = 0,80 m cade în poziţie orizontală de la o 
înălţime k = 1,00 m, după care una din bile lovește perfect elastic mar- 
ginea mesei, ca în figură. Ce distanţă parcurge CM al halterei de la ciocnire 
Pînă cind a doua bilă loveşte partea verticală laterală a mesei t 
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1447. 0 sanie de masă m, = 40 kg intră cu viteza e, = 10,0 m/s 
pe ux &uport de masă m, = 60 kg avind forma de sfert de cere ca în figură 
Neglijind frecárile si gravitația, aflați vitezele finale ale corpurilor. 

1.4.98. O bilă de masă m, = 90 g, zburind orizontal cu viteza e; = 
= 5,0 mjs loveste perfect elastic o prismă de masă m= 250 g, 
aflată în repaus pe o masă orizontală fără trecări. După ciocnire bila 
zboară vertical în sus. Aflaţi vitezele corpurilor după ciocnire. 

1.4.99. O bilă lovește perfect elastic cu viteza e, = 2,00 m/s sub un 
unghi de incidenţă x = 60° un perete de masă mare care se mişcă spre, 
bilă cu viteza v, = 1,00 m/s sub unghiul 8 = 30” față de normala sa. 
Atlaţi unghiul de reflexie si viteza bilei după ciocnire (Se rezolvă întii 
în SC legat; de perete). 

1.4.100. Un corp cu viteza orizontală e, = 20,0 m/s loveşte perfect 
elastic un perete inclinat cu unghiul « = 45 față de orizontală, care se 
mişcă cu viteza orizontală v, = 10,0 m/s. Aflaţi viteza finală a primului 
corp $i unghiul ei cu orizontala. 


Ait d fiti? 

1.4.101. Două bile de mase m, = 2,0 kg, m, = 4,0 kg, aşezate pe 
un plan orizontal fără frecári, sint legate între ele printr-un fir şi comprmiă 
între eie un resort care are energia potenţială E = 6,0 J. Arzind firul, 
aflaţi vitezele bilelor. 

1.4.102. O bilă de masă m = 100 g este fixată cu două resorturi 
identice de constantă k = 15 N/m fiecare, ca în figură. Initial resorturile 
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sînt nedeformate si au lungimea l, = 40 cm fiecare. Ridicind bila la înăl- 
ţimea  — 30 em i se dă drumul. Cu ce forţă medie lovește podeaua dacă 
timpul de ciocnire este At = 1,0 ms? . K 

1.4.103. În dispozitivul din figură între piston si cilindrul fix forța 
de frecare la alunecare este F; = 10,0 N; m = 0,50 kg, M = 0,50 kg, 
k = 100 N/m, v = 2,00 m/s. Aflaţi cu cit se deplasează pistonul în urma 
ciocnirii platice. 


m v lud rd 
7 
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Fig. 1.4.103 Fig. 1.4.104 


1.4.104. În schema din figură corpurile sint identice de masă m = 
= 1,40 kg fiecare la distanţa iniţială d = 0,98 m între ele, resortul de 
constantă elastică k = 40 N/m este initial nedeformat, coeficientul de 
frecare la lunecare este peste tot u = 0,20. Ce viteză trebuie imprimată 
corpului din stinga pentru ca cel din dreapta să revină înapoi în poziţia 
inițială? Ciocnirea este perfect elastică. 

1.4.105. O minge mică de tenis loveşte perfect elastic cu viteza v, 
sub unghiul de incidenţă « o paletă masivă. Ce viteză de translație v 
trebuie să aibă paleta si sub ce unghi B faţă de normala sa pentru ca 
mingea, să ricoseze sub un unghi drept faţă de direcţia iniţială ? 

** 1.4.106. Asupra nnui corp de masă m acţionează o forță preportio- 
nală cu timpul: F= At. Aflaţi legea mișcării știind condiţiile initiale : 
la t —':0 avem v = e, si x — 0. 

** 1.4.107. Un lanţ de lungime 1 şi masă m este ţinut iniţial de capătul 
superior astfel încit capătul său inferior atinge o masă, apoi se lasă să 
cadă liber. Ce forţă va exercita lanţul asupra mesei în timpul căderii şi 
ce impuls total transmite el mesei? 


1.5. MOMENTUL 
za CINETIC 


1.5.1. O scară neuniformă de lungime b= 2,00 m poate sta în echi- 
librw sprijinită de un perete vertical pînă la un unghi minim a = 60? 
format cu podeaua. Coeticienţii de frecare la lunecare cu podeaua 
ua =0,95 și cu perete u, = 0,40. Aflaţi înălțimea la care se află CM al scării. 

15.2. Pe o seară dublă foarte uşoară articulată sus si legată printr-un 
fir la capetele inferioare, se suie un om de masă m = 60 kg pînă la mijlocul 
scării. Aflaţi tensiunea din fir, neglijind toate frecările. Unghiul « = 60°. 


figtst 
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5,3. O scară uniformă de masă m = 4,00 kg este sprijinită de un 
pefreto/heted fără frecüri, capătul inferior fiind aşezat pe o podea cu fre- 
care. Unghiul de inclinare al scării faţă de orizontală œ = 60: Ce forță 
se exercită asupra capătului inferior al scării şi sub ce unghi faţă de ori- 
zontală? 

1.5.4. O ladă cu dimensiunile a = 1,50 m si b = 2,00 m este tirită 
orizontal uniform cu o forță F sub unghiul « faţă de orizontală, ca în 
figură. Coeficientul de frecare la alunecare este u — 0,10. Pentru ce unghi 
a lada începe să se ridice? 

1.5.5. O tijă subţire rigidă de lungime 1 — 1,00 m este prinsă rigid 
sub ub unghi x — 30 de un ax vertical, ca in figură. La capătul tijei 
este prinsă ò bilă de masă m = 1,00 kg. Sistemul se roteşte cu turatia 
n = 1,00 rot/s. Aflaţi reacţiunea bilei asupra tijei şi momentul reacţiunii 
față de púnctulde fixare de ax. Pentru ce perioadă de rotație acest moment 
este nul? < 
1.5.6<Pe o tijă de masă neglijabilă sint fixate două bile de mase 
m, 40 kg, m5—0,20 kg la distanțele d; —0,50 m, d; = 1,00 m de articu- 
laţie; ca in figură. Tija se roteşte cu viteza unghiulară o = 5,1 rad/s 
in jurul axei verticale trecînd prin articulaţie. Aflaţi unghiul de deviere al 
tijei. 
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1.5:7. O tijă subțire de masă neglijabilă are la capete două bile de 
mase m, = 1,00 kg, m, = 3,00 kg. Tija este sprijinită la mijloc pe un 
reazem. Inițial tija 'este ţinută în poziţie orizontală, apoi se lasă liberă. 
Aflaţi apăsarea exercitată de tijă pe reazem imediat ce tija este lăsată 
liber. 

1.5.8. O seindurá omogenă si uniformă de masă m = 1,00 kg si lun- 
gime 1 = 1,00 m este aşezată pe-o masă orizontală cu coeficientul de fre- 
care la alunecare | 0,20. La un capăt al scindurii se aplică o forţă ori- 
zontalá F perpendiculară pe scîndură. Care este valoarea minimă a forţei 
F necesară pentru ca scindura să se rotească si în jurul cărui punct se 
va roti atunci scindura? 

1.5.9. O tijă omogenă si uniformă se află în interiorul unei sfere într-un 
plan meridian. Unghiul la centru determinat de tijă este 0 = 60°, iar 
coeficientul de frecare la lunecare este u = 0,20. Ce unghi maxim faţă 
de orizontală poate avea tija? 

1.5.10. O sirmá de oţel fixată la un capăt, fiind răsucită la celălalt 
capăt cu unghiul 0 generează un cuplu de forte elastice cu momentul 
M = C0, unde € = 4,0: 10-? N. m/rad este constanta de torsiune. Din 
această sirmi se contectione ază un resort spiralat de rază R = 2,0 cm 
$i cu pasul mie (h 4 R). Calculaţi constanta, elàástic& k a resortului 
obtinut. 
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1.5.11. Asupra unui satelit artificial al Pămîntului acţionează o forţă 
de frecare p = — kv. Se conservă momentul său cinetic în raport cu 
centrul Pămîntului? Rămine traiectoria plană? 

1.5412. Avem un pendul simplu gravitational. a) Care este momentul 
cinetic ai particulei față de verticala prin punctul de suspensie? b) Care 
este variaţia pe unitatea de timp a momentului cinetic al particulei în 
raport cu punctul de suspensie ? 

1.5.3. O minge de masă m = 100 g loveşte perfect elast c cu viteza 

€, = 20,0 m/s un perete sub unghiul de incidență « = 30°. Calculaţi 
momentul cinetic al particulei faţă de un punct situat là distanța s = 
= 1,00 m de perete pe normala la perete în punctul de ciocnire. Se con- 
servă acest moment cinetic în procesul de ciocnire? 
* 1.5.14. O particulă este aruncată oblic în cîmpul gravitational 
terestru (in vid) cu viteza v, sub unghiul x faţă de orizontală. Care este 
momentul forţei şi momentul cinetic faţă de punctul de lansare? Verificaţi 
teorema momentului cinetic. 


Fig. 1.5.15 


* 1.5.15. La un pendul conie masa bilei m = 100 g, lungimea firului 
l = 90 em, unghiul conului 22 = 2 - 60°. a) Caleulati momentul forței si 
momentul cinetic al bilei faţă de centrul cercului si faţă de punctul de 
suspensie. b) Care este variaţia momentului cinetic pe unitatea de timp 
în ultimul caz? Verificaţi teorema momentului cinetic. 

1.5.16. O particulă se mişcă liber, fără frecare. sub acţiunea forţei 
de greutate pe suprafața interioară a unei sfere. Arătaţi că momentul 
cinetic al particulei în raport cu diametrul vertical al sferei se conservă. 

1.5.17. Două particule de aceeaşi masă m se mişcă rectiliniu uniform 
cu viteze egale în modul dar de sens opus (7,, —9,) pe două drepte para- 
lele. Arătaţi că momentul cinetic total în raport cu orice punct din spaţiu 
nu depinde de alegerea acestui punct. 

1.5.18. O bilă de masă m = 100 g, legată de un centru fix printr-un 
fir de lungime 1, = 0,60 m execută o mișcare circulară uniformă pe o masă 
orizontală fără frecări cu turatia n, = 1,00 rot/s. Ce turație va avea bila, 
dacă firul se scurtează pînă la lungimea l, = 0,30 m? Ce lucru mecanic 
a efectuat forța care a scurtat firul? 

* 1.5.19. O bilă de masă m = 60 g descrie o mişcare circulară uni- 
formă într-un plan orizontal fără frecári (masa cu perna de aer), prinsă 
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fiind de un fir ideal, trecut peste un mie scripete ideal in centrul cercului 
si avind la capăt două corpuri de mase m, — 20 g, m, — 20 g, legate 
unul după altul. La un moment dat se arde firul dintre corpurile js. 
Aflaţi tensiunea din fir si raportul îm care creşte raza de curbură a traiec- 
toriei bilei imediat după arderea firului. 

* 1.5.20. Avem un pendul simplu gravitațional. Care este momentul 
forţei si momentul cinetic al particulei faţă de punctul de suspensie? 
Verificaţi teorema momentului cinetic, e 


1.6. MECANICA 
m HIGIDULUI 


1.6.1. Un exagon de latură I este rostogolit fără lunecare pe un drum 
orizontal cu viteză unghiulară « constantă. Aflaţi traiectoria si viteza 
orizontală medie a centrului exagonului. 

1.6.2. Un cerc de butoi se rostogolește cu lunecare astfel încît vitezele 
punctelor A, B sint respectiv v4 g. Aflaţi vitezele punctelor €, D. 


[4 


ez 0 AME 
1.6.3. Pe un jgheab de lăţime b se rostogoleste fără lunecare cu viteza 
vo sferă de rază R ca in figură. Aflaţi viteza maximă si minimă a punctelor 
sferei. 
1.6.4. În sistemul din figură masa seripetelui m = 200 g este practio 
concentrată la periferie, m, = 300 g, m, = 500 g; firul nu lunecá pe 
scripete. Aflaţi tensiunile din fir. 
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1.6.5. Un cere de butoi de rază R = 1,00 m, rostogolindu-se fără 
alunecare cu viteza v = 10,0 m/s pe un drum orizontal, loveşte inelastic 
un prag de înălțime } = 10,0 cm, astfel încît componenta radială a vitezei 
(către virful pragului) se anulează. Ce viteză va avea cercul după ce urcă 
pragul? Ce viteză minimă trebuie să aibă cercul pentru a putea urca 
pragul? 


put 


1.6.6. Un cerc de butoi de lăţime b — 4,0 cm are un mic orificiu de 

rază r = 2,0 mm de la un nit. Cercul este așezat vertical cu orificiul in 
jos. Datorită unei trepidatii cercul începe să se rostogolească fără lunecare. 
Aflaţi viteza maximă. 
* 1.6.7. O halteră sub forma a două bile punctiforme, de masă m 
fiecare, legate între ele printr-o tijă de masă neglijabilă si de lungime l, 
este așezată ca în figură, sprijinită de perete. Frecarea cu pereţii este 
neglijabilă. Haltera începe să cadă. Aflaţi forţele de apăsare asupra hal- 
terei în momentul cind haltera face unghiul 0 cu verti^ala. 

1.6.8. Piesele (plăcuţele) de domino de lungime 1 = 4,0 cm sint ase- 
zate vertical în picioare una după alta la distanţă mică (< l) între ele, 
formînd un sir din N = 100 plăcuţe. Dezechilibrind prima plăcuţă, ele 
cad una după alta. Evaluati în cit timp cade întreg șirul. 

1.6.9. Un cilindru gol de masă M se rostogolește fără lunecare pe un 
plan înclinat de unghi a. Pe suprafaţa interioarífa cilindrului lunecá 
fără frecări un mic corp de masă m. Aflaţi B. 
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1.6.70. Două bile de mase m, = 1,00 kg, m, = 3,00 kg legate prin- 
tr-un fit ideal de lungime l = 0,40 m se rotesc liber pe un plan orizontal 
neted in jurul centrului de masă cu viteza unghiulară o = 10 rad/s, Aflaţi 
energia cinetică a sistemului: i 

1.641. În sistemul din figură se cunosc masele m, = 0,200 kg, 
ma — 0,400 kg si distanțele s, = 0,30 m, s, = 0,50 m, tija are greutate 
neglijabilă. Aflaţi tensiunea din firul sting imediat ce se taie fiul drept. 
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1.7. ECHILIBRUL 
as MECANIC 


1.7.1. În figură corpul de greutate G = 100 N este suspendat prin 
fire de doi pereți astfel încît tensiunea T, = n G, n = 2,0. Aflaţi tensiunea 


" 

1.7.2. O sferă de masă m — 10,0 kg se află în echilibru in unghiul 
diedru de unghiuri 8 = 60", a = 30, ca în figură. Frecările sînt neglija- 
bile. Aflaţi forţele de reacțiune ale planelor. 


Pint 
1.7.3. O bilă de masă m, suspendată, se sprijină pe un plan inclinat 
fără frecări, ca în figură. Aflaţi reacţiunea planului. Aplicaţie: 
m = 1,00 kg, x = 15°, 8 = 30°. 


fain 
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1.7.4. Pe un plan inclinat fürá frecári, de unghi a = 30^, este men- 
ţinut în echilibru un cilindru neted de masă m = 300 g, ca în figură. Ahaţi 


forţa verticală F. 
1.7.5. Aflaţi forța de forfecare care se exercită asupra nitului, atunci 
cînd capetele clestelui sint strînse cu o forţă F = 100 N. 


1 
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1.7.6. O tijăa fost îndoită la mijloc în unghi drept cu braţe egale $i 
suspendată liber de un capăt. Aflaţi unghiul- format de jumătatea superi- 
oară cu verticala. 
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17.7. O scindurá omogenă şi uniformă de masă M = 4,0 kg este 
asezátü pe o masă astfel incit o fracțiune f = 1/4 din lungimea sa depá- 
Seste spre exterior marginea mesei. Aflaţi masa corpului ce trebuie așezat 
la capătul exterior al scindurii pentru ca aceasta să se răstoarne. 

1.7.8. În sistemul din figură se dau : | = 80 em, resorturile sint ini- 
ţial nedeformate si au aceeaşi lungime; d — 20 em. Aflaţi raportul fala 
dacă bara are poziţie orizontală în starea, finală. 


| IAM. 77 
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1.7.9. O bară este sprijinită ca în figură. Pentru ce valori x bara va 
fi "EAO. O dacă coeficientul de frecare u = 0,50? 


1.740. O bară uniformă de masă m = 60 kg şi lungime 1 = 4,0 m 
se sprijină ca în figură. Frecările sint neglijabile, x = 30°, h = 3,0 m. 
Aflaţi tensiunea din fir. 


1.7.11. O bară omogenă şi uniformă de masă m = 4,0 kg se sprijină 
pe laturile unui unghi diedru g = 150° ca în figură. Cit este forța F la 
echilibru? Toate frecările sînt neglijabile. 

1.7.12. De un perete neted se sprijină o. scară uniformă de masă 
m= 10 kg formînd un unghi z = 4% cu podeaua rugoasă. Aflaţi forţa de 
frecare dintre scară si podea. z 

1.7.13. Un bloc paralelipipedice omogen de masă m si de lățime b 
stă sprijinit pe două perechi de picioruşe mici ca in figură, pe un plan 
orizontal cu coeficienții de frecare u,, respectiv ps < y. Aflaţi forţa minimă 
necesară pentru a urni din loc blocul. 
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1.7.14. Un conteiner de forma unui cub omogen are pe o laturá role 
(frecări neglijabile), iar pe latura opusă pinteni, ca in figură. Pentru a-l 
deplasa orizontal de la pinteni spre role, trebuie împins cu o forță F, 
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aplicată în centrul feţci,iar în sens invers cu o forță F». Aflaţi masa co- 


teinerului. ară 
1.7.15. În sistemul din figură se cunose m, a. Aflaţi coeficientul de 
frecare minim necesar pentru echilibru si tensiunea din fir la echilibru. 


Fig. 1718 


1.7.16. Care trebuie sá fie cocficientul minim de frecare la lunecare 
dintre mosor si planul inclinat pentru ca mosorul să stea in echilibru ? 
Aplicaţie : g= 45°, r = 3,0 cm, R = 7,0 em. 

1.7.17- Un mosor este suspendat ca în figură. Se dau y = 0,40, r = 
= 10 mm, R = 50 mm. "Pentru ce valori a mosorul nu cade? 


Am PLE d 

1.7.18. O bará omogená si uniformá este suspendatá printr-un fir 
ideal ca în figură. Aflaţi unghiurile « pentru care bara este în echilibru, 
Coeficientul de frecare la lunecare între bară si perete este u = 0,30. 

1.7.19. Un cub de masă m aşezat pe o masă orizontală cu coeficientul 
de frecare la lunecare y. este tras deo forţă F sub unghiul o, ca in figură. 
Reprezentaţi in planul (F/(mg), u) regiunile pentru care cubul este in 
repaus (« este fixat). 
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1.7.20. În sistemul din figură se dau M = m, + m, = 200 g, scri- 
petele este mic si ideal, tija are masă neglijabilă şi l — 42 cm. În timpul 
mișcării corpurilor m, echilibrul tijei se obţine dacă AL = 3,0 em. Aflaţi 
masele m;.. 

1.7.21. Între doi pereţi paraleli cu distanţa d — 1000 mm între ei 
se „bate” o scindură de greutate neglijabilă într-un plan perpendicular 
comun al pereţilor, ca în figură. Unghiul de frecare dintre scîndură şi 
pereţi o = 9,0". Aflaţi lungimea maximă a scîndurii pentru a se putea 
autobloca. à 


77a 
AIT fi 1122 

1.7.22. Se dă montajul din bgurá. Pentru ce valori m paralelipipedul 
M va luneca fără să se răstoarne? Discuţie. 

1.7.23. Aflaţi forța minimă necesară pentru a răsturna un cub de 
masă m în jurul unei muchii. Care trebuie să fie coeficientul de frecare 
p pentru ea cubul să nu lunece? 

1.7.24. Pe un plan înclinat; de unghi g stau unul peste altul două 
cuburi identice. Coeficientul de frecare dintre cuburi este u, iar între 
cubul inferior şi planul înclinat; frecarea este suficient de mare. Se creşte 
lent unghiul « al planului. Ce se întimplă cu cuburile? Discuţie. 

1.7.25. O roată dela o căruţă s-a turtit într-o parte ca în figură. Pentru 
ce valori ale coeficientului de frecare la lunecare roata va luneca ir loc 
să se rotească (rostogolească) ? Raza R = 1,0 m, b — 10 cm. 

1.7.26. Două sipei de lungimi /,,'si mase m, sint unite în unghi 
drept, aşezate pe un plan rugos cu coeficienţii de frecare u; si trase 
orizontal de unghiul drept, ca în figură. Aflaţi unghiul g. 


Mittag 


1.7.27. Teul din figură, format din brațele ls, cu masele m, se $i coe- 
ficientii de frecare pu, este tras orizontal pe o suprafață plană orizon- 
talí. Aflati unghiul a. 

1.7.28. O placă pătratică este formată din două jumătăţi omogene 
și uniforme de mase ms. Placa est^ aşezată pe un plan orizon tal cu coeti- 
cientul de frecare la lunecare y. D» placă se trage orizontal cu o forţă 
aplicată in capătul liniei mediane care separă jumátáfile m,,. Ce unghi 
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trebuie să formeze forța cu această linie pentru ca placa să se miște prin 
translație? Aplicație: m, = 2mo. 

** 1.7.29. Peste un cilindru absolut neted, orizontal, fix, de rază R, 
este trecut un lanţ de lungime / si masă m, aflat în echilibru. Aflaţi ten- 
siunea din lanț în funcție de unghiul 6 la centru. 


Fitrat 


| fig. 1780 

1.7.30. Cu ajutorul unui lanţ de lungime 1 şi masă m este suspendat 
un butoi cilindrie de rază R şi masă M, ca în figură. Aflati tensiunea 
din lant în funcţie de unghiul 0 la centru. 

** 1.7.31. Calculaţi momentul de inerție al unei tije subţiri de lungime 
l şi masă m faţă de o axă transversală care trece prin : a) mijlocul tijei, 
b) un capăt al tijei. 

** 1.7.32. Fie o figură (placă) plană. Alegem în planul plăcii două axe 
perpendiculare între ele Oz, y $i axa Oz perpendiculară pe planul plăcii. 
a) Stabiliţi relaţia dintre cele 3 momente de inerție 7,,. respectiv faţă 
de axele de coordonate Oz, y, z. b) Caleulaţi momentele de inerție ale 
„unei coroane circulare omogene de masă m gi raze It, Re. 

** 1.7.33. Caleulati momentele de inerție față de axele de simetrie ale 
unui cadru (ramă) subţire dreptunghiular, omogen și uniform, de masă 
m si laturi a, b. : 
** 


** 


1.7.34. Caleulati momentul de inerție al plăcii dreptunghiulare de 
masă m si laturi a, b, faţă de axele de simetrie. 

** 1.7.35. Caleulati momentele de inerție ale unui paralelipiped drept- 
unghie, omogen, de masă m si laturi «, b, c, faţă de axele de simetrie. 
**^ 1.7.36. Calculati momentul de inerție al unei pături cilindrice omogene 
de masă m si raze I, Rə. 

** 1.7.37. Calculati momentul de inerție al uxei pături sferice omogene 
de masă m si raze I^, față de un diametru. 


** 1.7.38. Momentul forțelor de frecare intr-un lagăr este proportional 
cu viteza unghiulară: M, = — kw. Știind că sub acţiunea unui moment 
rotitor M = 1,00 EN - m, rotorul cu momentul de inerție 1 = 20,0 kg - m?, 


atinge turatia limită (maximă) no = 1200 rot/min, aflaţi după cit timp 
rotorul atinge o fracțiune f = 99 % din această turație si cite rotații 
face în acest timp. 

** 1.7.39. O placă subţire omogenă dreptunghiulară de masă m = 
= 300 g si de dimensiuni b — 40 em, h = 1,25 m, se roteşte în jurul laturii 
sale de lungime 4 aşezate vertical. Fiecare element de suprafață al plăcii 
intimpiná din partea aerului o forță, de rezistenţă (normală pe placă) 
proporțională eu aria elementului si cu pătratul vitezei sale. Cunoscind 
turaţia iniţială »,:— 10,0 rot/s a plăcii si timpul « = 1,00 s în care aceast? 
turație se reduse la jumătate, calculaţi : a) momentul de inerție al pli 


faţă de axa de rotaţie, b) constanta de proportionalitate din legea amin- 
tită a forţei de rezistenţă, c) numărul de rotații efectuate de placă în 
timpul amintit -. 

** 1.7.40. O bară subţire omogenă şi uniformă, de lungime / şi masă m, 
se roteşte uniform cu viteza unghiulară œ într-un plan orizontal în jurul 
unui capăt fix. a) Caleulati tensiunea elastică din bară la distanța z de 
capătul fix si reacţiunea R a lagărului. b) Cunoscind secţiunea S a barei 
şi modului de elasticitate E, aflaţi alungirea barei. 

** 1.7.41. O tijă subţire, omogenă si uniformă, de lungime / şi de masă 
m, se roteşte într-un plan orizontal în jurul unui capăt fix. Aflaţi rezultanta 
forţelor aplicate tijei în momentul cind viteza unghiulară a tijei este e 
şi acceleraţia unghiulară e. 

sk 1.7.42. O tijă omogenă şi uniformă, de lungime ! şi masă m, este 
prinsă la un capăt printr-o. articulaţie (ideală) de o axă verticală intr-o 
poziţie înclinată cu unghiul a, celălalt capăt al tijei fiind legat printr-un 
fir orizontal de axă. Tija se roteşte cu viteza unghiulară e = const in 
jurul axei verticale. Calculaţi tensiunea din fir si reacţiunea 7? a articu- 
laţiei asupra tijei in cele două variante din figură. 


** 1.7.43. O placă plană subţire. neomogenă si neuniformă, de masă m, 
se roteşte în jurul unei axe fixe perpendiculare pe placă. Se cunoaşte 
distanţa centrului de masă CM pînă la axa de rotaţie R, şi momentul 
de inerție J, al plăcii faţă de axa centrală, normală la placă, Aflaţi rezul- 
tanta forțelor externe aplicate plăcii în momentul cînd are viteza unghiu- 
lară o şi acceleraţia unghiulară e. 

** 1.7.44. Un fragment de cere de butoi de rază R este suspendat sime- 
trie pe un cui bătut în perete. Aflaţi perioada micilor oscilaţii în planul 
paralel cu peretele. x 

(*) 1.7.45. O bară subţire, omogenă si uniformă, de lungime ! este sus- 
pendată la distanța v de centrul barei. Pentru ce distanţă œ perioada 
micilor oscilaţii ale barei în planul vertical este minimă? 

* 1.7.46. Un pendul fizic de masă m, moment de inerție I faţă de axa 
de suspensie $i distanţa Ro a CM pînă la axa de suspensie, oscilează cu 
amplitudinea unghiulară «. Exprimaţi în funcţie de unghiul de deviere 6: 
a) viteza unghiulară si acceleraţia unghiulară ale pendulului, b) forţa 
exercitati de pendul asupra axului de suspensie, c) particularizaţi rezul- 
tatele pentru cazul unei tije subţiri, omogene şi uniforme. 
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** 1.7.47. O bară omogenă si uniformă de greutate G se sprijină cu 
un capăt pe podea fără frecare, formînd un unghi a cu podeaua. Aflaţi 
pentru momentul cînd bara începe să cadă pornind din repaus: a) forța 
exercitată de bară asupra podelei, b) acceleraţia C M, c) acceleraţia unghiu- 
lará. d) Aflaţi traiectoria capătului superior al barei, e) viteza unghiulară 
a barei în funcţie de unghiul 0 format de bară cu podeaua. 
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** 1.7.48. O bară omogenă si uniformă, de lungime 1 și masă m, lunecă, 
fără frecare cu capetele sale pe o podea și pe un perete vertical. Iniţial 
bara este în repaus formînd un unghi « cu podeaua. Aflaţi în funcție de 
unghiul 0 : a) viteza unghiulară şi acceleraţia unghiulară ale barei, b) reac- 
ţiunile peretelui si podelei, c) unghiul 0, în momentul cînd bara se des- 
prinde de perete, d) reacţiunea podelei si acceleraţia CM al barei în acest 
moment, e) viteza unghiulară a barei după desprinderea de perete. 

** 1.7.49. Un disc omogen de rază R, ținut orizontal si pus in rotaţie 
în jurul axei sale verticale cu viteza unghiulară wọ este așezat pe un plan 
orizontal cu coeficientul de frecare la lunecare u. Considerind că presiunea, 
exercitată de dise pe plan ‘este uniformă, aflați după cit timp discul se 
oprește si cite ture efectuează pină la oprire. 

** 1.7.50. Un pendul conie este format dintr-o tijă subţire, omogenă, 
şi uniformă, de lungime /, care se roteşte în jurul axei verticale formind 
un unghi « cu verticala, capătul superior fiind prins intr-o articulaţie 
ideală fără trecări. Aflaţi viteza unghiulară și reacţiunea articulației 
asupra tijei. Pentru ce turație tija începe să devieze? 

** 1.7.51. Un lanț greu, omogen și uniform, de lungime / si greutate 
G, este suspendat de capete in două puncte situate pe aceeași orizontală, 
a) Aflaţi ecuația curbei pe care o ia lanțul, b) cunoscind si săgeata f, aflafi 


tensiunea in lant in punctul cel mai de jos, precum si la capete. c) Consi- 
derind cá verigile de la capetele lanţului lunecá pe o tijă orizontală cu 
unghiul de frecare o, aflaţi distanţa maximă posibilă dintre capetele lan- 
$ului în echilibru, 

** 1.7.52. O bară omogenă si uniformă, de lungime /, secțiune S și masă 
m este suspendată la capătul superior. Aflaţi alungirea barei datorită, 
propriei greutăţi. Se dă modulul de elasticitate E. 

** 1.7.53. O bandă de oțel de lungime /, lăţime b si grosime h este cur- 
bată într-un arc de cere de rază R. Cunoscind modulul de elasticitate H 
gi eonsiderind detormaţiile elastice, calculaţi lucrul mecanic necesar, 
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1.8. MECANICA 
wmm FLUIDELOR 


Hidrostatiea 


1.9.1. Două butoaie, unul cilindric, celălalt tronconie, de aceeaşi 
înălţime, umplute pînă la jumătatea înălțimii cu apă, sint astupate la 
capacul superior prin dopuri identice. Pentru a-le transporta muncitorul 
le-a răsturnat şi atunci la unul din butoaie dopul a sărit. La care? De ce 

1.8.2. Un vas pluteşte pe un lac de acumulare. Ce se întîmplă cu 
nivelul apei din lac dacă de pe vas se aruncă în apă : 1) busteni de lemn, 
2) bare de metal? 

1.8.3. O sferă de metal pluteste într-un vas cu mercur. Se toarnă 
apă peste mercur astfel încît să acopere sfera. Se va cufunda sau se va 
ridica sfera? De ce? 
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1.8.4. Într-un pahar cu apă pluteşte o bucată de gheaţă. Peste apă 
se toarnă un strat de ulei. Oreste sau scade nivelul uleiului şi al apei după 
topirea gheții ? 

1.8.5. Știind că suprafaţa oceanelor reprezintă 2/3 din suprafaţa 
globului şi că adîncimea medie a oceanelor h = 4,0 km, aflaţi cu cit. 
ar creşte presiunea atmosferică dacă toată apa oceanelor s-ar evapora. 

1.8.6. Un manşon tronconie de masă m este aşezat etang pe o masă. 
Raza bazei este R. Se toarnă apă în interior pînă mansonul se desprinde. 
În acest moment nivelul apei este h. Aflaţi masa apei. 

1.8.7. Într-un vas eu apă, de seetiune S = 100 cm?, plutește o bucată 
de gheaţă prinsă printr-un fir de fundul vasului. Tensiunea din fir este 
F = 10,0 N. Aflaţi cu cit se schimbă nivelul apei din vas prin topirea 

heţii. 
A ut 8.8. O bucată de gheaţă de arie S = 150 cm? si grosime constantă 
pluteşte pe apă ieşind deasupra apei cu h=2,0 em. Care este masa gheții? 
(p; = 920 kg/m?) 

1.8.9. Ce greutate trebuie pusă pe un paralelipiped de gheață de 
arie S = 1,00 m? si grosime h = 20 cm pentru a-l eufunda complet în 
apă ? 
T 1.8.10. Un butoi gol pluteste pe apá. Pentru a astupa fisuri din fun- 
dul butoiului se eáptuseste fundul (pe dinăuntru sau pe din afară) eu 
un strat de plastic de grosime d — 30 mm. Din aceastá cauzá butoiul se 
scutundă în plus cu k = 18 mm. Aflaţi densitatea plasticului. 

1.8.11. Un corp cintăreşte m Mg G = 3,00 N, în apă G; = 1,80 N 
şi într-un lichid necunoscut G, = 2,0 4 N. Care este densitatea lichidului ? 

1.8.12. Într-un vas cu apă pluteşte o bilă de lemn. Se scufundă sau 
se ridică bila dacă vasul urcă cu acceleraţia a? Pentru a cufunda complet 
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in apă se apasă bila cu o anumită forță F. În ce raport se schimbă această 
forță dacă vasul urcă cu accelerația a? 

1.8.13. Un balon cu gaz, de volum V — 600 m?, se află în echilibru 
în aer. Ce cantitate de balast trebuie aruncată peste bord, pentru ca 
balonul să urce cu acceleraţia a — 0,10 ma/s?? Densitatea aerului p = 
= 1,29 kg/m?. : 

1.8.14. Un vas cilindric de arie transversală S este umplut cu un 
lichid si închis eu un piston etans (fără frecări) care are in centru un dop 
de arie s. Forța de frecare maximă între dop si piston este 7/4. Cu ce 
forță minimă trebuie să apăsăm pe dop pentru a-l expulza în lichid? Se 
neglijează forțele, de greutate. 
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1.8.15. Într-un cilindru de rază R este um lichid de densitate 9. Cu 
cit creşte nivelul lichidului dacă lăsăm să plutească un paralelipiped de 
masă m? 

1.8.16. Un corp cilindric suspendat de un dinamometru este introdus 
în lichidul dintr-un pahar cilindric, astfel imcit nivelul lichidului creşte 
cu Ah = 80 mm. Indieaţia dinamometrului se schimbă cu AP —.0,50 N. 
Aflaţi aria secţiunii vasului. 

1.8.17. În două vase cilindrice comunicante cu aceeaşi secţiune trans- 
versalá S = 100 em? se află Hg. Într-unul din vase se toarnă apă de masă 
m = 20 kg si se lasă să plutească un corp de masă m, = 7,2 kg. Cu ce 
distanţă h se deplasează nivelul mercurului în celălalt vas? 

1.8.18. O presă hidraulică cu apă are ariile pistoanelor S, = 100 cm2 
Şi S, = 10 cm?, Pe pistonul mare se aşează un om cu masa m = 80 kg. 
Cu cit coboară omul? 

1.8.19. În figură pistonul P si eilindrul Ç sint în echilibru, putindu-se 
deplasa etans fără frecári. Se cunosc S, S, şi e. Cu cit se va cufunda cilin- 
drui ‘față de poziţia sa iniţială) daeă peste el punem un corp de masă m? 

1.9.20. Într-un pahar cu apă de secțiune S pluteşte un manson cilin- 
drie de lemn cu secţiunea interioară s. Tinind fix mansonul, se toarnă 
în cavitatea sa cilindrică interioară un strat de ulei de densitate p și gro- 
sime A, apoi se lasă mansonul liber. Cu eit se ridică nivelul apei din pahar 
$i cu cit se sehimbă înălțimea de scufundare a manșonului în apă? 

1.8.21. Pe fundul unui vas cu apă stă un disc de diametru D = 30 cm 
şi grosime h = 5,0 mm (densitatea discului p = 2600 kg/m?). Pentru a-l 
ridica s-a introdus un tub de diametru d = 10 em strîns (etanș) atașat 
de dise, din care s-a evacuat apa. Pină la ce adincime de la suprafaţa apei 
Ja baza diseului se va ridica discul? 

1.9.22. Un areometru este format dintr-un balon cu alice continuat 
cu un tub cilindric subţire de secțiune S. Masa totală a areometrului 
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m — 3,00 g. Ce înălţime Ah este între două diviziuni consecutive cu Ag = 
= 0,010 g/em? în vecinătatea diviziunii c = 1,23 g/em3? 

1.8.23, În vase comunicante cu mercur s-a turnat într-unul o coloană 
hı = 30 cm de ulei cu e, = 900 kg/m?, iar în celălalt o coloană h, = 20 
em apă. Aflaţi denivelarea mercurului. 

1.8.24. O sferă omogenă de densitate p pluteste la suprafaţa de sepa- 
ratie dintre două lichide nemiscibile de densități gj, ». Ce fracțiune din 
volumul sferei se află în lichidul superior? 

1.8.25. Sub un clopot se află bun tu barometric atirnat de un dina- 

mometru si eufundat cu capătul inferior într-un vas cu mercur. În clopot 
se face treptat vid. Arătaţi cum variază forța arătată de dinamometru 
în funcţie de înălțimea coloanei de mercur din tub. 
**— 1.8 ntr-un vas cilindrice vertical de înălţime A densitatea lichi- 
dului creşte proportional cu adîncimea la pătrat: g-— 47. La ce adincime 
trebuie așezată o. placă orizontală astfel incit deasupra si dedesubtul 
ei să fie mase egale de lichid? 

1.8.27. Într-un vas cu un lichid de densitate pọ — 1000 kg/m? se 
sprijină liber cu un capăt pe marginea vasului o tijă subţire, omogenă si 
uniformă, de lungime / = 100 em si desnitate p = 910 kg/m?, celălalt 
capăt fiind cufundat in lichid. Înălţimea capătului superior al tijei față 
de nivelul lichidului este k = 15 cm. Aflaţi: a) lungimea porțiunii de 
tijă cufundatà în lichid, b) unghiul format de tijă cu suprafaţa lichidului, 
€) coeficientul de frecare la lunecare dinte tijă si marginea vasului, minim 
necesar pentru ca tija să nu lunece. 

1.8.28. O tijă uniformă si omogenă de masă m = 4,4 g este aşezată 
în echilibru pe marginea unui vas cu apă, avind la un capăt atirnată o 
bilă de aluminiu de volum V = 0,52 em?, eufundatà pe jumătate in apă, 
ca în figură. Aflaţi raportul braţelor bi 
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1.8.29. Densitatea unei soluţii de sare variază cu adincimea după 
legea p = go-- Ah, unde po = 1,00 gjcm?, A = 20 mg/em?, În soluţie 
sint cufundate două bile legate între ele printr-un fir, avînd masele m = 
= 0,13 g, m, = 0,34 g si volumele V, = 0,10 cm?, V, = 0,20 em. La 
echilibru prima bilă este cutundată pînă la adîncimea h; — 20 em. Aflaţi 
tensiunea din fir şi lungimea firului. 

(**) 1.8.30. Un cub.de volum V si masă m se află în echilibru, complet 
cutundat; într-un lichid a cărui densitate variază cu adîncimea după legea 
P = po + kh, Aflaţi la ce adincime este centrul cubului. Dar în cazul 
sferei de acelaşi volum $i masă? 

** 1.8.31. Un cilindru vertical de rază R = 10 cm este umplut pînă 
la refuz cu un lichid de densitate p — 1000 kg/m? si închis cu un capac. 
La baza cilindrului in peretele lateral este un dop de masă m = 5,0 g 
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silde"arie transversală S = 4,0 cm2. Pentru a scoate dopul trebuie aplieat& 
o forță F = 25 N. La ce turație a cilindrului in jurul axei proprii verticale, 
dopul va sări? ` 

1.8.32. O bilă de densitate c = 2000 kg/m? lăsată liberă într-un 
lichid de densitate o, = 1000 kg/m? atinge o viteză limită vy = 10,0 m/s, 
intimpinind o forță de rezistență proporțională cu viteza. Două bile de 
acest fel sint legate printr-un fir trecut peste un scripete ideal, una din 
bile fiind cufundată în lichidul de mai sus. Aflati viteza limită a bilelor. 

1.8.33. Un cilindru cu pereţi subțiri, închis ermetic si umplut cu gaz, 
pluteşte pe apă. Masa cilindrului cu gaz este m = 20,0 kg, înălțimea 
h = 1,00 m si aria bazei S — 0,20 m?. În urma fisurării bazei cilindrul 
coboară eu Ah = 10 cm. Aflati presiunea inițială a gazului, dacă presiunea 
atmosferică este pọ = 100 kPa. 
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1.8.34. Dintr-o ecluză se pompeazá apă la acelaşi nivel printr-un 
furtun de secțiune S = 10 cm. Motorul pompei are puterea P = 0,50 
kW şi rapdamentul pompei n = 26 %.Cu ce viteză iese apa din furtun ? 
5. Dintr-un furtun de secţiune S = 2,0 em? iese apa cu debitul 
= M00 L/s si loveşte orizontal, inelastic, un perete vertical. Ce forță 
se exercită asupra peretelui? 

1.8.36. O pompă pompează apă cu debitul Q — 1,0 kg/s pini la o 
ináljime h = 5,0 m printr-un furtun de diametru D = 3,0 em. Care tre- 
buie să fie puterea pompei? Dar dacă nu folosim furtunul? 

1.8.37. O pompă aruncă apa vertical pină la înălțimea II. Se ataşează 
la pompă o ţeavă verticală de înălţime A, de aceeaşi secţiune cu orificiul 
de ieşire al pompei. În ce raport trebuie schimbată puterea pompei pentru 
ca apa să atingă aceeași înălţime H? Dar dacă nu schimbăm debitul 
pompei ? 
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1.0.38. Roata unei mori de rază R = 1,00 m, cu palete radiale plane, 
este pusă în mișcare cu un jet de apă de viteză v = 12,56 m/s.ca in figură. 
Pentru ce turație a roții puterea dezvoltată de roată va fi maximă? 

1.9439. O șalupă cu motor hidroreactiv absoarbe și ejectează npa 
mării cu debitul Q = 0,100 m?/s. Viteza de ejectare faţă de salupá v = 
= 10,0 m/s, iar masa salupei m = 1,00 t. Ce acceleraţie capătă salupa? 
(Se neglijează forțele de rezistență). 

1.8.40. O șalupă se mişcă rectiliniu uniform, fiind propulsată cu un 
motor hidroreactiv care absoarbe! apa printr-un orificiu de intrare şi o 
ejectează printr-un orificiu de ieşire. Aflaţi randamentul mecanic al moto- 
rului, ştiind că aria orificiului de ieşire este de n ori mai mică dect aria 
orificiului de intrare. E 
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** 1.8.41 Un vas cubic este umplut complet eu un lichid a cărui greu- 
tate-este G. Aflati ferta de presiune exercitată de lichid asupra unui perete 
lateral al vasului. Ende se află punctul de aplicaţie al acestei forțe ? 

** 1.8.42. O bucată de gheaţă de formă prismatică de arie S si grosime 
H pluteşte pe apă. Ce lucru meeeanic trebuie efectuat pentru a eufunda 
complet gheaţa im apă? 

** 1.8.43. Un vas cilindric de rază R contine un lichid de densitate o 
şi se roteşte uniform cu viteza unghiulară œ în jurul axei sale verticale, 
Aflati ecuaţia suprafeței libere a lichidului și presiunea în lichid. 

** 1.8.44. Un vas prismatie de înălțime / si secţiune S este plin cu un 
lichid. Pe fundul vasului se află un mic orificiu de arie S. În cit timp se 
golește o facțiune f din volumul vasului ? 

(*) 1.945. Pe o masă stă an vas umplut cu un lichid de densitate o pînă, 
în înălţimea A. La ce înălțime trebuie practicat un mic orificiu de arie S 
la peretele lateral astfel imeit bătaia” jetului de liehid să fie maximă? 
Cit va fi forța reaetivă asupra vasului im acest caz? ^ 
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** 1.9.46. Un vas cilindric este umplut pină la înălțimea H cu un lichid 
de densitate p. De-a lungul unei generatoare se deschide la un moment 
dat o fantá îngustă de lăţime b si înălţime de la fn la hg. Aflaţi forţa reac- 
tivă asupra vasului. 

** 1.9.47. Un tub subţire de secţiune S’ si lungime l este rotit intr-un 
plan orizontal cu viteza unghiulară c = const în jurul axei verticale 
trecînd prin capătul deschis. In tub se află o coloană de lichid de lungime 
h. La celălalt capăt închis există un mic orificiu de arie S. Caleulati în 
eit timp se golește tubul de lichid. 

** 1.9.49. O minge de rază R pluteşte pe apă astfel încît partea cutundată 
are înălțimea A. Caleulati lucrul mecanic care trebuie efectuat pentru a 
cufunda mingea : a) pînă la mijloc, b) complet, e) pentru a scoate mingea 
din apă, d) lucrul mecanic net necesar de lu atingerea apei piná la cutun- 
darea completă a mingii. 


1.9. OSCILAȚII 

wm ȘI UNDE 

=== Oscilaţii mecanice 

1.9.1. O particulă oseilează armonie cu perioada T, la t = 0 fiind 
în poziţie de echilibru. 1n eit timp particula parcurge o fraetiune f (< 1) 
din amplitudine? 
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1.9.2. Un pendul simplu gravitational de lungime 1 = 1,00 m este 
deviat cu un unghi « < 6^ apoi lăsat liber. După cit timp unghiul de 
deviaţie se reduce la jumătate? 

1.9.3. Un corp lunecă fără frecări, o dată pe coarda AB (< R) 
$i a doua oară pe arcul AB al sferei de rază R. Care este durata mișcării ? 
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1.9.4. Un ceasornic cu pendul merge exact cînd perioada sa este 
Tg. Cu cit avansează (sau întirzie) el in D = 24 h dacă perioada devine 
T? De exemplu 7 este cu f = 0,01 9, mai mare ca Ty. 

1.9.5. Care este amplitudinea unghiulară de oscilație a unui pendul 
simplu gravitational, dacă viteza maximă v = 2,1 m/s? Perioada micilor 
oscilaţii ale aceluiaşi pendul este T = 1,3 s. 

1.9.6. Un scripete este suspendat pe un fir ideal ca în figură. Aflaţi 
perioada micilor oscilaţii în planul figurii. 

1.9.7. Un corp este suspendat de două fire ca în figură, unde 1, —30 em, 
l, = 60 em si d = 70 cm. Aflaţi perioada micilor oscilații. 

1.9.8. Cárucierul din figură merge jumătate din distanţa L=20 m 
uniform aceelerat, apoi cealaltă jumătate uniform frinat, transportind 
un corp pe firul de lungime l = 5,0 m. Aflaţi acceleratiile posibile ale 
căruciorului pentru care corpul suspendat se va opri la sfîrşitul drumului 
o dată cu cáruciorul. Se consideră oscilaţii mici ale corpului suspendat 
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1.9.9. Un jgheab semicilindrie de lungime l = 10,0 m rază R= 

= 0,20 m este inclinat sub unghiul a — 45° faţă de orizontală Din vîrful 
jgheabului, dintr-un punct puţin deplasat față de generatoarea inferioară 
a jgheabului, i se dă drumul unui mic corp să lunece fără frecări. De cite 
ori.va intersecta corpul generatoarea inferioară a jgheabului? 
* — 1.9.10. Aflati variaţia relativă a perioadei de oscilație a unui pendul 
simplu gravitational aflat deasupra unui zăcămint de forma unei sfere 
de rază r = 1,00 km, de densitate p = ngo, n = 3,0, po — densitatea 
medie a Pămîntului, cu centrul la adincimea h — 1,20 kni. Raza Pümin- 
tului R = 6400 km. 

1.9.11. Două bile mici identice sint suspendate de fire paralele egale, 
astfel încît bilele se ating. Bila din stinga este deviată spre stinga cu un 
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unghi mie (— 6^), iar bila din dreapta este deviatá spre dreapta cu un 
unghi de două ori mai mic, si apoi lăsate liber simultan. După un timp 
7 = 0,30 s bilele se ciocnesc perfect elastic. După cit timp de la ciocnire 
bila din dreapta va devia cu un unghi egal cu cel initial? 

1.9.12. O bilă suspendată de un resort vertical se află în echilibru, 
alungind resortul cu A/ = 4,0 em. Aflaţi perioada oscilaţiilor verticale 
ale acestei bile pe resort. 

1.9.13. O bilă suspendată de un resort oscilează cu frecvenţa v = 2,0 
Hz. Aflaţi alungirea statică a resortului (la echilibru). 

1.9.14. Un resort de constantă elastică  — 49 N/m și lungime nede- 
formată | = 0,40 m este aşezat vertical pe o masă. De la înălțimea h = 
2,80 m deasupra mesei cade liber o bilă de masă m = 1,00 kg peste resort. 
Aflaţi viteza maximă a bilei. 

1.9.15. Un corp este suspendat de un fir elastic. Dacă tragem de 
corp vertical in jos eu o forţă care creşte lent, atunci la valoarea F, = 200 N 
firul se rupe. Ce forță constantă minimă F, trebuie aplicată bruse pentru 
ca firul să se rupă? 

1.9.16. O tijă de masă neglijabilă si de lungime £L = 1,00 m este 
fixată cu un capăt într-o articulaţie ideală, iar celălalt capăt se sprijină 
pe un resort de constantă k% = 100 N/m, ca în figură. Aflaţi perioada 
micilor oscilaţii ale corpului punctiform m — 1,00 kg de pe tijă, aflat 
la distanţa 1 = 0,50 m de articulaţie. 

1.9.17. Un corp de masă m = 50 g este suspendat de un resort ideal 
vertical nedeformat si lăsat liber fără viteză iniţială. În ce raport se schimbă, 
perioada şi amplitudinea oscilaţiilor, dacă în una din poziţiile extreme 
(superior, inferior) de corp se lipeste un corp de masă m’ = 100 g aflat 
iniţial în repaus? 

1.9.18. Talerul de masă m, = 0,100 kg atirnat de un resort oscilează 
vertical cu amplitudinea A = 9,8 cm. Cind talerul se găsea în poziţia 
extremă inferioară pe el se pune fără şoc un corp de masă m, = 0,400 kg, 
astfel încît oscilaţiile dispar. Aflaţi perioada oscilaţiilor iniţiale. : 

1.9.19. Un resort de constantă elastică k are capătul superior fixat 
iar la capătul inferior prinsă o bilă de masă m. Tinem initial resortul defor- 
mat cu o; (alungit æ > 0 sau comprimat sọ < 0), apoi îi dăm drumul să 
oscileze. Aflaţi : amplitudinea oscilaţiilor, deformatiile extreme în timpul 
oscilaţiilor şi căldura degajată după stingerea oscilaţiilor. 

1.9.20. Un corp de masă M — 1,00 kg este în echilibru, fiind atîrnat 
de un resort. Se aşează ușor peste acest corp un alt corp de masă m = 0,50 
kg. Aflati forța de apăsare maximă și cea minimă dintre corpuri în timpul 
oscilaţiilor sistemului. Aflaţi de asemenea aceste apăsări în cazul cînd 
corpul M este în echilibru fiind așezat peste resortul vertical, 

1.9.21. De un resort vertical a fost suspendat un corp de masă m; = 
= 100 g si lăsat liber. După amortizarea oscilaţiilor s-a măsurat căldura 
degajată Q 50 mJ. Ce căldură se va degaja dacă înlocuim corpul eu 
unul de masă m, = 200 g? 

1.9.22. În sistemul din figură, aflat în echilibru cu m, = 100 g, k = 
= 10 N/m, la un moment dat se taie firul dintre corpurile m, si ma. Care 
va, fi amplitudinea oscilaţiilor? Cită căldură se degajă după stingerea 
completă a oscilaţiilor? 
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1.9.23. În sistemul din figură corpul m, = 1,00 kg se așează Ușor 
peste talerul de masă m, suspendat d e un resort cu k — 100 N/m. Care 
va îi amplitudinea oscilaţiilor? Cită căldură se degajă după stingerea 
completă a oscilaţiilor? 
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1.9.24. Un resort de constantă elastică k — 10 N/m are capătul supe- 
[ „ iar la capătul inferior prins un corp de masă m = 50 g. Tinem 
inițial resortul vertical deformat cu: y, = 4- 10 em (alungit, respectiv 
comprimat), apoi îi dăm drumul să oscileze pe verticală (g = 10 m/s?). 
a) Aflaţi amplitudinea oscilaţiilor. b) La un moment dat cînd corpul trece 
printr-una. din poziţiile extreme, inferioară respectiv superioară, de corp 
se lipeste un alt corp de masă m’ = 50 g avind iniţial o viteză verticală 
v = 3,0 m/s. Aflaţi noua amplitudine a oscilaţiilor. c) Caleulati căldura 
disipată prin stingerea oscilaţiilor în cazul b). 

1.9.25. Peste un resort vertical de constantă elastică k = 10,0 N/m 
este fixat un taler de masă M = 100 g peste care se aşează o bilă de masă 
m — 50 g. Din poziţia de echilibru impingem talerul cu bila în jos cu yg ts 
= 20 cm si îi dăm drumul. Aflaţi înălțimea la care urcă bila față de pozi- 
ţia iniţială de echilibru si amplitudinea oscilaţiilor platanului după des- 
prinderea bilei. 

1.9.26. De tavan este suspendat printr-un resort de constantă k = 
= 100 N/m un corp de masă m = 0,50 kg aşezat pe un suport. Iniţial 
resortul nu este deformat, după care suportul începe să coboare cu acce- 
lerajia a = 4;9 m/s?. Aflaţi timpul după care corpul se desprinde de suport, 
alungirea maximă a resortului si amplitudinea oscilaţiilor. 

1.9.27. Un corp cu masa m = 0,50 kg, fixat de două resorturi iden- 
tice, fiecare de constantă elastică k = 15 N/m, ca în figură, efectuează 
oscilații pe o masă orizontală cu coeficientul de frecare la lunecare u- 
Știind două deviații consecutive de la poziția de echilibru, de o parte 
şi de alta, s, = 10,0 cm, s; = 7,0 cm, aflați coeficientul u 

1.9.28. Inițial sistemul din figură are resorturile nedeformate, k, = 
= 150 N/m, k, = 250 N/m, apoi brusc intindem resortul 2 cu o distanţă 
d — 40 mm. Aflati amplitudinea oscilaţiilor şi viteza maximă a corpului 
m = 250 g. 
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1.9.29. Două sisteme identice se mișcă ca in figură pe un plan ori- 
zontal fără frecare si se ciocnesc perfect elastic, m = 2,00 kg, £ = 100 N/m, 


vy —.1,00 m/s, L = 2,90 m. După cit timp revin in poziţia iniţială? 


TAA 
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1.9.30. In sistemul din figură barele de lungime / = 0,15 m au masă 
neglijabilă, articulațiile sint ideale, iar resortul ideal este initial nedefor- 
mat si unghiul « = 60°. Legăm de punctul inferior un corp si îl lăsăm liber 
să oscileze. Știind că după stingerea oscilaţiilor unghiul 8 = 120°, aflați 
care a fost amplitudinea oscilaţiilor si perioada lor. 
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1.9.31. Pe o masă orizontală este legată de un resort orizontal de 
constantă k = 98 N/m (avînd celălalt capăt fix) o bilă de masă m = 
= 0,200 kg, avînd coeficientul de frecare cu masa u = 0,10. Resortul 
cu bila este întins cu o distanță A — 8,9 cm (< lungimea resortului nede- 
format) si lăsat liber. Aflaţi lungimea totală parcursă de bilă pină la oprire 
și timpul total respectiv. 

1.9.32. O sanie de lungime 1 = 2,00 m, lunecind cu viteza || = 
= 1,00 m/s pe gheaţă netedă fără frecare, intră pe asfalt unde coeficientul 
de frecare este u = 0,20 si se opreşte parcurgind nu mai mult de jumătate 
din lungimea sa. a) Aflaţi distanța parcursă s, $i timpul t, pină la oprire. 
b) Se imprimă acum saniei aceeași viteză ?,. Aflaţi distanța parcursă s, 
și timpul £, pînă la oprire (g = 10 na/s?). 

» 1.9.33. Un paralelipiped de lungime / = 49 em lunecă cu viteza vo 
pe porţiunea netedă (fără frecări) a unui plan orizontal după care intră 
pe o porţiune rugoasă cu coeficientul de frecare la lunecare p = 0,20 si 
se oprește intrind doar o fracțiune f = 0,50 din lungimea sa în această 
porţiune. Aflaţi timpul de frinare si viteza iniţială. i 

1.9.34. Un paralelipiped de lungime l = 49 cm lunecă cu viteza ey = 
= 1,96 m/s pe porţiunea netedă (fără freeări) a unui plan orizontal după, 
care intră pe o porţiune rugoasă cu coeficientul de frecare la lunecare 
p = 0,20. Aflaţi timpul pinà la oprire. 

1.9.35. Un corp porneşte fără viteză iniţială din virful unui plan încli- 
nat de unghi a = 10°, eoefieientul de frecare crescind după legea u = 
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bz, unde b = 0,30 m-!. Corpul se opreşte înainte de à ajunge la baza 
planului. Aflati timpul de mișcare si distanţa parcursă. 

1.9.36. O scindură omogenă si uniformă de masă m = 10,0 kg este 
aşezată simetric pe două tambururi, distanța dintre axele acestora fiind 
l= 0,98 m. Unul din tambururi este neted fără frecári, iar celălalt este 
rugos cu coeficientul de frecare u = 0,15. Scindura este legată printr-un 
resort orizontal nedeformat de constantă k = 205 N/m de un perete, 
Se pune în rotaţie rapidă tamburul rugos. Atlaţi frecvenţa unghiulară a 
micilor oscilaţii orizontale ale scindurii. 

1.9.37. O bilă suspendată de un resort execută oscilaţii verticale cu 
perioada T = 0,90 s. Cit devine perioada dacă dedesubt se aşează la 
distanța v, = A/2 de poziţia de echilibru un perete orizontal de care se 
va ciocni periodic perfect elastic bila? 

1.9.38. O bilă perfect elastică, suspendată de un resort, efectuează 
oscilații armonice de amplitudine A. La ce distanţă de poziţia de echilibru 
trebuie pus un perete perfect elastic pentru ca perioada oscilaţiilor să se 
reducă cu o tracţiune f? Aplicaţie f = 1/3. 

1.9.39. Asupra corpului de masă m — 10,0 kg din figură, aflat ini- 
fial în echilibru, acţionează la un moment dat o forţă constantă F. Cons- 
tanta elastică a resertului k = 4,0 kN/m. Cit timp = trebuie să acţioneze 
această forţă pentru ca după încetarea ei corpul să rămînă din nou in 
repaus? Frecările sînt neglijabile. 
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1.9.40. Într-o ţeavă de masă M — 200 g aşezată pe un plan orizon- 
tal fără frecári se află un resort de constantă ik = 220 N/m fixat cu un 
capăt de ţeavă, iar cu celălalt sprijinit de o bilă de masă m = 20 g. Com- 
primăm resortul cu bila cu z, = 5,0 cm şi îi dăm drumul. Aflaţi viteza 
relativă a bilei față de ţeavă şi timpul in care se produce accelerarea 
bilei. 

1.9.41. Pe talerul de masă neglijabilă, atirnat de un resort de cons- 
tantă elastică k = 78,4 N/m, cade de la înălţimea & = 0,50 m un corp 
de masă m = 1,00 kg si rămîne pe taler (ciocnire plastică). Aflaţi ampli- 
tudinea oscilaţiilor. E 

1.9.42. Cáruciorul din figură, de masă M — 640 g, efectuează osci- 
latii. În momentul cînd trece prin poziţia de echilibru in el eade un corp 
de masă m = 360 g (ciocnire plastică). Aflaţi în ce raport se schimbă 
amplitudinea oscilaţiilor. 
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1.9.43. Pe o masă orizontală netedă, fără: frecări, este așezat un 
corp de masă M — 1,00 kg legat prin două resorturi identice de constantă 
elastică k = 30 N/m fiecare. Jeasupra corpului M se aşează un alt corp 
de masă m = 0,50 kg cu coeficientul de frecare u = 0,40 faţă de primul. 
Aflaţi amplitudinea oscilaţiilor pentru care corpul m începe să lunce peste 
corpul M. ! 

1.9.44. Un corp de masă m = 1,00 kg este asezat pe talerul de masă 
M = 0,50 kg al unui resort ca in figură. Cu ce forță trebuie apăsat corpul 
m pentru ca după încetarea apăsării el să se desprindă de taler? 
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1.9.45. Două bile de mase m, = 200 g, m, = 300 g pot oscila fără 
frecare pe o tijă orizontală sub acţiunea resorturilor din figură. Tija este 
fixată pe un suport de masă M = 1,00 kg. Iniţial bilele sint legate între 
ele printr-un fir în care tensiunea 
T = 3,0 N. Ce coeficient de frecare 


ez E 
p minim este necesar intre suport si 
n planul orizontal pentru ca suportul 
d să nu lunece in timpul oscilaţiilor, 
) după ce se arde firul de legătură? 
-— 1.9.46. În sistemul din figură 


í scripetele este un disc omogen de 
NM masă M = 0,40 kg. Se cunosc de ase- 
Is menea k — 100 N/m si m — 0,80 kg. 
| LA% Aflaţi perioada micilur oscilații ale 
! sistemului, 
i 1.9.47. În sistemul din figură 
44247 seripetele are masa m = 400 g, dar 
dimensiuni neglijabile si freciri in lagăr neglijabile, M = 900 g, k = 
= 100 N/m. Aflaţi perioada, oscilaţiilor. 

1.9.48. Pe o platformă orizontală care vibrează oblic sub unghiul 
a = 45 față de vertieală, cu frecvenţa v = 10 Hz, este aşezat un corp 
paralelipipedice cu coeficientul de frecare cu platforma u = 0,50. Pentru 
ce valoare a amplitudinii oscilaţiilor corpul începe să lunece respectiv 
să salte pe platformă? 
xx 1.9.49. O bilă de masă m este suspendată de un resort (ideal) de lun- 
gime nedeformată l, si constantă k. Capătul superior al resortului exe- 
cută oscilații verticale de amplitudine A si frecvență unghiulară Q. Dedu- 
ceti ecuaţia oscilaţiilor bilei in regim permanent. 
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„= 1.9.50. O halterá de lungime | = 1,05 m este aşezată transversal 
pe un semicilindru orizontal fix de rază R = 0,45 m. Aflaţi perioada 
micilor oscilații ale halterei, considerind cá haltera nu lunecă. 
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* 1.9.51. Un cere de butoi de rază r = 50 cm oscilează (fără lunecare) 
în plan vertical pe suprafața interioară a unui cilindru orizontal de rază 
R = 94,1 em. Aflaţi perioada micilor oscilații. 

* 1.9.52. Un cerc de butoi de rază R = 94,1 cm este așezat transversal 
pe un cilindru orizontal de rază r = 50 cm. Aflaţi perioada micilor oscilaţii 
ale cercului în planul său vertical, considerind frecarea suficient de mare 
ca cercul să nu lunece. 


Fig 1357 d. ^m b 


* 1.9.53. Aflaţi perioada oscilaţiilor unui lichid de densitate o = 800 
kg/m? si masă m = 0,800 kg aflat într-un tub vertical de forma literei 
U cu secțiunile ramurilor S, = 4,0 cm?, S, = 6,0 cm?, | 

i 1.9.54. Evaluați dimensiunile neuniformităților de-a lungul unui 
șanț; de înregistrare a sunetului pe un dise microsion (n = 33 rot/min). 

1.9.55. O bară omogenă si uniformă, pluteşte cutundată vertical, 
aproape complet, într-un lichid. Cufundind-o foarte puţin si lásind-o 
liberă, bara oscilează vertical cu perioada T =2,0 s. Aflaţi lungimea barei. 


~ Unde elastice 


1.9.56. Distanţa dintre ,,dealurile" valurilor pe apă este X = 5,0 m. 
O barcă inaintind spre valuri este izbitá de valuri cu frecvenţa v,— 4,0 s71, 
iar fugind din faţa valurilor — cu frecvenţa v, = 2,0 s-!. Atlaţi viteza 
valurilor şi a b árcii. 3 d 

1.9.57. Oum variază faza mișcării oscilatorii armonice a particulelor 
mediului de-a lungul unei unde staționare? 
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1.9.59. Un avion cu reacţie zboară cu viteza constantă v= 500 m/s 
la altitudinea h = 6,8 km. Care este forma frontului undei de soc produsă 
de avion? La ce distanță de o casă se află avionul în momentul cînd gea- 
murile casei încep să vibreze? Viteza sunetului in aer o = 340 m/s. 

1.9.59. Calculaţi indicele de refracție a sunetului la suprafața de sepa- 
rație aer-sticlá, a ger densitatea sticlei o = 2600 kg/m?, modulul 
de elasticitate E — - 1070 N/m? si viteza sunetului în aer c — 340 m/s. 

+» 1.9.60. Calculafi Modius "medie (în timp) de energie cinetică, poten- 
fialá si totală într-o undă staţionară longitudinali a cărei ecuaţie este 
u(x,t) = A cos (kæ + B) cos (ot + a), unde k = w/c = 2z/* este numărul 
de undă, p — densitatea materialului. 

1.9.61. Frecvența sunetului emis de o coardă întinsă cu forța F, = 
= 160 N diferă de frecvența unui diapazon cu Av — 20 Hz. Întinsă fiind 
cu forța F, = 250 N, coarda vibrează la unison (în rezonanţă) cu diapa- 
zonul. Aflaţi frecvenţa diapazonului. 

1.9.62. Frecvența emisă de e coardă diferă de frecvenţa unui dia- 
pazon cu Av = 10 Hz. Dacă se scurtează coarda cu o fracțiune f = 0,010 
din lungimea, ei, ea intră în rezonanţă cu diapazonul. Aflaţi frecvenţa 
diapazonului. 

1.9.63. Un tub sonor închis emite tonul fundamental de frecvenţă 
v = 250 Hz. Cunoscind viteza sunetului in aer c — 340 m/s, aflaţi lun- 
gimea tubului si frecvența tonului fundamental emis de acelaşi tub dată 
îl deschidem. 

1.9.64. Două tuburi sonore, unul închis și altul deschis, au aceeași 
lungime. Tubul deschis are frecvența fundamentală v = = 440 Hz. Caleu- 
lati frecvența armonicii a 3-a a eelor două tuburi. 

1.9.65. Cite surse sonore identice trebuie reunite pentru ca nivelul 
sonor să crească cu AL — 20 dB faţă de nivelul dat de o singură sursă ? 

** 1.9.66. O particulă oscilează simusoidal: w = A cos (ot -+ o). Fie 
dP(z) = p(z)dz probabilitatea de a găsi particula pe intervalul ( is & + da). 
Caleulaţi densitatea de probabilitate p(z). 

* 1.9.67. Ecuațiile mișcării unei particule sint : c =A cosot, y = Bsint. 
Aflati ecuaţia traiectoriei si legea forţei. 

** 1.9.60. Un corp de masă m este suspendat in repaus de un resort 
de constantă elastică k in cabina unui lift. La un moment dat (t = 0) 
liftul pornește in sus cu acceleraţia a = Bt, B = const > 0. Aflaţi legea 
mișcării corpului față de lift. 

xx 1.9.69. Un corp de masă m este suspendat in repaus de un resort 
de constantă elastică k. La um moment dat (t = 0) începe să acţioneze 
o forţă constantă F care durează un timp -. Aflaţi amplitudinea oscila- 
ţiilor după încetarea acţiunii forței. 

x* 1.9.70. Un corp de masă m, aşezat pe o masă orizontală fără frecări, 
este legat printr-un resort de masă m' si constantă elastică k de un perete. 
Aflaţi treevenţa oscilaţiilor corpalui (se consideră că toate punctele resor- 
tului oscilează în fază) (model de resort real). 

x* 1.9.71. O particulă de masă m supusă la o forţă de tip elastic — kæ 
(de exemplu, suspendată de un resort) oscilează liber intr-un mediu fluid 
unde acţionează o forță dé freeare —rî. Studiati mișcarea particulei. 

x» 1.9.72. O particulă oseilează sub acţiunea unei forte de tip elastic 
— ka într-un mediu viscos ta care intimpină o forţă de frecare —r?. Pentru 
a obţine oscilaţii întreţinate (neumorvizate) se aplică particulei o forţă. 
sinusoidală f — F, cosQi. Studiati mişcarea rezultantă a particulei. 
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= Vol 1. MECANICĂ z——— 


Răspunsuri și rezolvàri 
1. Principiile mecanieii 


¿T= 2mymsg: (m, + ma) = 94,1 N, 

. T = Fm im, + ma) = 1,0 kN 

9. a = (m + me)(a — g) = 4,00 N, T = m,((a—g) = 1,00 N. 
s ma + (1 — f)moj: (m, + m, + mo). 


EA 
T =- (m, — Mag = 9,8 N. 


mò pò pad aè amè 
—-€——-—-— 
E SS ma 


did 


mag ^ E 
ey 
Mg 

m 2721 

fip 145R 
1.1.6. V’ = V—q7 = 9,0 L. 
1.1.7. m, : m, = (F,—F) : (F F) = 1/2 
1.1.8. T, = = m(g/cosa — ajsina) = — 8,68 < 0, deci T, = 0, T, = 


on rgng 
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1.1.9. a = g sin? («/2) = 4,9 mjs?. 


1.1.10. N = m(a + g) cosx = 2,0 N, 

= m(a + g)sina = 1,2 N. 

11:11. T = hm g cos?a : (m, d m; sin?z) = 147 N, 
1.1.12. e, =2 Fü[m + 1/ma)t. 


1.1.13. T, = mg Am :(4m + Am) = 3,6 N. 

1.1.14. m, = mM : (M—2m) = 125 g. 

1.1.15. : = g(2M—m)/m = 19,6 m/s?. 

1.1.16. a, = 2g (2m, — m) : (4m, + m5) = 2,45 m/s?, 
T,= amni. (4m, + m3) = 11,0 N. 

1.1.17. 3m,m,—4m4mg, — mm, = 0. 

1.1.18. a, = 2g(2m;, + mo): (4m, + mo) = 11,6 m/s?. 


1.1.19. a) a, = i (a, + a5), b) a, = 3g, a^ — 5g, T — 0: 
1.1.20. T = 4m,m,m49 : [4m,m; + m,(m, + m] = 9,8 N. 


1.1.21. d = g sin Š "rm —2,2m/s?, unde sin z—a(m, J-m;) :(msg). 


2 m, — m 
1.1.22. v = v,tga :(1—a,/g) = 8,66 m/s. 
1.2. Cinematica si dinamica punetului material 
Misearea rectilinie uniformă 
1.2.1. e, = o2 = 21 mjs. 


v v 


1.2.2. tga = v : (t; + v9), a = 28?4'. 
1.2.8. v = v di lft = 25 m/s sau 5,0 m/s, ti = l; : (0 + v) = 
= 15 s sau 30 s, t, = l : (v, + v2) = 22,5 s sau 45 s. 
(+) 1.2.4. Din asemănarea triunghiurilor avem 
L _ v, — Via a) 
AB Vo COS x 
de unde om Ap Ie 98mn* o gu). j (2) 


vo COS 


Distanţa œ este funcţie de unghiul « și are extreme acolo unde deri- 
vata sa se anulează: 


a (a) = f'(a) = az Ba — vysin x ) = 
Vo Cosa 


A B —v, cosacosa — (v, — e,sina)(—sin a) 
E 


3 
to COS?x. (3) 
_ AB —09 +v.sing 
to COS? , 
care se anulează pentru 
—', + Vasina = 0, sin a = vos = 1/2, a = 3%. (4) 


Problema se poate rezolva şi elementar, fără derivate, dacă facem desenul 
ca in figura b şi observăm că se obţine z minim atunci cînd direcția vitezei 
rezultante $ = B+ d, este tangentă la semicercul din figură care este 
loc geometric al "virfurilor vitezei rezultante. 
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1.2.5. Vd. fig. 


n 
Lai Pd T OD d 
di i pd 
du i Pa 
RJ us zd | wt 
v PE | £y i d 
p mod A NG 
i nd xA 
al ; 
* * 
a PGAR b . 


1.2.6. u, = o 18m — ntgo = 10 km/h, u, = t(n 
tgo, — tga, 
= 17,8 km/h, ?' = u, = 10 km/h. 


27 


<i 


y 
Fia {2ER 
1.2.7. t = (vto — $9) :(v9—0,) = 3,0 h, d= ~t -= 150 km şi t* 
= s/v, = 1,2 h, s* = s, = 60 km. 


/ 


p 271 


1.2.8. t = ls — 4j) = 45 min. 


1.2.9. t, = V Gla, v, = $ : to = 5,0 mjs. 


Eg IER 


1.240. d = (Ti — 4T) : (4T, — T.) = 35km, 


E VT,T4T, — T): 4T, — T;) — 1,84 km. 


1.2.11. sin(« — 8) > = 0,86, 8 e (—45°, 15°), eu = TCS = 
26 mis cind 8 = a — 90 = — 15° 
1.2.12. d, = (dj + d5) (ti + t3): (e, — tQ) = = 400 m. 
E 
R ia 
Initial l á Ali 


EM 
4 Ur 
R d, CA Fig 120R 


3. U == 4- l (o — w) : (o +u) dacă u < v (ordinea se păstrează) 
ă u > v (ordinea se inversează). 


1.2, 
resp. da 
1.2.14.dà' = [d(t' + u) — lor ts 
(o + u) = 134 ^m, d, = (e — v") E i iz] 
(v! +u) = 1,14 m, Cham = (lv - du): 
(d 4-1) < 0, deci tam = 0, L' —[L(v' + : p 
Fu) A+ Tor") ]: (v 2 uj = 330 m. Fig t2 nR u [^] 
1.2.15. d = T(e — v)? : (2c) = 4,0 "kim, 
(c-v)£, 


Fig. 12.45 Fig ILER 
1.2.46. T, = acil F e) i (e d.) — 0,88 s resp. 1,14 s. 
1.2.17 Ly XL LS 0,28 s. 
e 


Ag. 12778 
Fig 124 


(x) 1.2.18. Alegem momentul initial t = 0 cînd primul camion trecea 
prin intersecţie jy;9 = 0, atunci celălalt camion era la distanța Y» La 
momentul t distanța dintre camioane devine: 

d? = (00 + (yog + vt)? = i(t). a) 
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Condiţia de extrem este anularea derivatei : 


f(t) = 0 sau 2vit + 2(yoo + val), = 0, (2) 

de unde t = (—ya00a) : (02 + 22). (3) 
Natura extremului se obţine din semnul derivatei a doua: 

E(t) = 2v; + w > 0, (4) 


deci avem un minim. 
Rezultatul (3) se poate obține si fără derivate. În adevăr, 
d? = (vi + vb) + 2Y20t + Yos 0) 
această funcție pătratică se reprezintă printr-o parabolă care are un mi- 
nim (a = vi + v3 > 0) pentru . 
t : | Zita a, (3) 
2a 2(vi + ei) 


Pentru acest moment : 


$, = Vt = (—Y 200102) : (91 + 93), (5) 
de unde Yo = — SVI + 13): (VWa) Și t = st ^ (6) 
și deci S2 = Ya + Vt = — sSjv[o, = — 6,0 km. (1) 


1.2.19. t = d: V = u? = 11,5 s. 


OS agrenn Kg. 1220R 
1.2.20. t = «R[v + (D—R sin a) : u = 272,3 s, unde cosa = ujv, 
a = 15,5? = 1,318 rad. 
Misenrea rectilinie uniform variată 
1.2.21. Vd. fig. 


ig. 1,2.21R 
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1.2.22, Vd. fig. 


PIRR 
1.2.93. Vd. fig. t, = ig is — 1). 
(+) 1.2.24, a) Pentru t< T: 
ONLUS => (toal T). a) 


DA 


D= vat — 


w 


Condiția de extrem pentru 
s = m — T, = (t) (2) 


este anularea derivatei : 
f'(t) = vo — (oa /Pht—(9o2/P)t = 0, de unde tu = Tro: (to + 8o) (3) 
si i 
1 

(2 — 45), = 


Ten : (Vo + v02). (4) 


9 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
(i) = — Po] — v/T < 0, (5) 
deci avem un masim. 
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Rezultatul (3) se obţine si fără derivate, observind cá funcţia (2) este 
pátraticá si se reprezintă, deci printr-o parabolă, care are un maxim 


1 
(^ eec ga A toT < o) pentru 
i | À 1 Toi " ^ 
9 a | 
E 2-( = tT — 5 vol? ) 
1 1 = 
b) Lim = o Ua T, Yam m P oT < tim: (6) 


Pentru t>T: 
1 2 
Ti = Tim + 5. (oal T)t — TY, 


(7) 
Ta = Lom + voX(— T) : (vos T)(t Ty. 
Conditia de extrem pentru 
8 = = £z = S(t) . (8) 
este anularea derivatei : 
s'(0) = (ta! DU — T) — tos + (voal T)(t — T) = 0, (9) 
de unde 
tm = T ~ os T : (to 092) (10) 
şi 
i RPR: 2 
(21 — ay) = es Tita — 2v») : (Vor + t3): (11) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
s(t) = va [7 + vo T > 0, . (12) 


deci avem un minim. i 
Rezultatul (10) se poate obţine şi fără derivate, observind că s(t) 
(8) este o funcţie pătratică si se reprezintă printr-o parabolă care are un 
T 1 1 š 
minim (« == tu T + 3 tos T. > o) pentru 


ic [ a i — Toi — Voz — Vo? Tot wo T. (Q0) 
za 2 [s valT + i To] r) tor i Voz 
9 
Dacă v, < 2 vy, mobilele se vor inerucisa (s = 0) si deci (x, — roua = 0. 


1.2.25. r, = v|? = 10 m/s. 
1.2.26. T = i(2 + V2) = 6,8 


1.2.27. sp = d Sm = 300 m. 


m 


1.2.28. t, = t,(1 — 1//2) = 41 m. 
1.2.39. (v) = vj? = 5,0 mjs. 
1.2.30. Co): <v) — 1 + V2. 
1.2.31. v, = 9l/sd : (È — 2) = 15 mjs. 
1232; 4, = 2s : (th) = 0,10 m/s2. 
1.2.33. ae = ch 2(d, + ds)? : (T?d, 2) = 0,033 m/s? resp. — 0,050m/s?, 
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1.2.94. d = z'(à 4-97) (03 — 97) = 26,0 m, (0) = (v + e)i2— 
= 2,25 mjs, (lo) = d[t' = 6,5 m m/s. 


1.2.35. v't = v(t — x) + Zat — 4)? de unde f, = 12 s pentru prima 


intilnire, ta = «e$ :(—2av') = 33 s pentru a doua întâlnire. 


| ` 
I 
1 x 
l 
l 
| i 
E 
ZI IIIR. 
Fig. 1235 Bip 1227 


(+) 1.2.36. Timpul total de mişcare: t = lvo + oo/la| = f(v) — (1) 
este funcţie de vp. Condiţia de extremum pentru t este anularea derivatei 1 


t(o0) = — l +.1/la| = 0 (2) 
de undej 
e, = Vila] = 20 m/s. (3) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua s 
f"(v) = + Ah > 0, (4) 


deci avem un minim. 

Problema se poate rezolva elementar fárá.derivate deoarece pro- 

dusul celor doi termeni din expresia timpului t ste constant, suma lor 
este minimă cînd ei sînt egali: 

l[vo = volla] etc. j (5) 

1.2.37. a) o = 9lt, = 8,0 m/s, b) a, = 24t = 0,80 m[s?, as = 

= —28 ı (lti) = —1,6 m/s?, c) t = (1 + l/h) = 15 s, d) (lol) = h/h = 

= 4,0 m/s. 


1.2.38. t -i (t — ta) -- Ulta — 1/6) : (g sina) = 0,558. 


1.2.39. m/m; = [972 (sino, + sin qa) sina, + 2h] 1 
[g? (sina, + sin os) Sina — 2h] = 

1.2.40. e, = v'1(1—2/4) = 40 es 

1.2.41. 3 = dM (MN — m) —3,3 k 

1.2.42. a) s = d(2— a,[a,) = 4,2 km, b) s = d(2M — m) : (M —m).— 
= 4,2 km. 


t 
1.2.43. aj = 1 — 1,09 m/s?, 
a, zgi + res mii 4 3 | 


Mişearea sub acţiunea greutăţii 
| 1.2.44. a) 503 (29) = 12,5 m, b) 343: (29) = 7,5 m. 


1.2 45. v = a1 + gja = 42,4 m/s. , 
1.2.46. h = We (Gp F d 1 Qg) Fă — ci (VIP = 392 m. 


1247. h — — Ig) + 1/2} = 30,6 m. 


9 = e. 73 97 


1.2.48. f' 21 — VIF = 0,20 = 20%. 
1.9.49. h = i ght: = 9,8 m. 


1.2.50. 8, = (2i — 1)h : n? = 1,8, B, + 


1.2.51. t = — t + VE F 2i]g = 1,0 s. 
1.2.52. h = (hi + d)? : (40) = 225 m. 


"1.2.53. H = h. + v 2h[g = 10,9 m. . 
1.2.54. 7 EN E — f — 2, m. 
g 


*, 19 m. 


1.235. vo => eB» : Zig) = 14,7 mjs. 
1.2.56. 20019 — 2002/9 < T < 20ulg, 2,0 8 « c < 6,0 s. 


Ag. 12%R 


1.2.57. vat — — T = Pu t = q + vo2/9, de unde vos = 6,96 m/s. 


1.2.58. t = Hi + l- — 9, s. 
(+) 1.2.59. Din condiţia de intilnire : 


vo — PL = volt — 7) ate — 7) (1) 
rezultă : t = (ga? + doa7) : (g7 — vo + vo) = (2). (2 


7 d Fig. 12.598 
Condiţia de minim pentru t este anularea derivatei : 
i) = (JT + vos)(g* — Vor + Voz) — (9722 + vo3g _ 
(gT — vo + v02)? 
2 PIZ — (Po — Vogt — VoVo — v02) — ţ 
(g* — Vor + Vez)? 
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care dă rădăcinile : : : 
O =T [oa — voa $ Voi =i) 4) 
Dacă Por > “ avem o m realá pozitiv&, m esistă un minim + 

T =Z (en — vor + Vol = h), taa =T (vor + Vei, — e) 


i (5) 
| ȘI hm = 3g Dm 
adică atunci cînd al doilea corp se află la înălțimea sa maximă. Acest 
lucru se vede direct, fără nici un calcul din figură. 
1.2.60. R = (vj + 92722: (go) = 27,7 m. 
1.2.61. v = rg[(2h) = 25 m/s. 


E 
dpt Ag eet 
(n) 1.2.62. v = VE — 2h, h => gt, b = ot, o) 
de unde i Me i 
b = oV2hlg = (và — 2gh)2h]g. (2) 
Transeriind pe b sub forma i 
| — MÀ 
b= pi (og — 2gh) - 2gh, (3) 


se vede imediat că sub radical suma celor doi factori variabili este cons- 
tantá, deci maximul produsului lor are loc cînd ei sint egali: 

€) — 2gh = 2gh, hm = v8 : (49) = 3,6 M, b,,, = 2h, = vi/(2g) —1,2m. (4) 

Desigur putem folosi calculul diferențial. Bátaia b este funcție de h. 

Condiția de extremum. este anularea derivatei ; 

AS cm „me ace SE o i 2 ww — 4gh 

blh) = V 2/g - | v$h — 2gh?, b'(h) = || — —————-—90 5 

(h) = l'2]g : Vath — 2gM*, b'(h) ya gaT 0 


de unde Am ah ete. 
“ag 


De asemenea, putem observa că în expresia lui b(h) sub radical avem 
o funcţie pătratică (polinom de gradul doi) care se reprezintă printr-o para- 


bolă, care are un mazim (a = — 2g < 0) pentru 
»-[-z]- EN. ESm 
2a 2:(—29) 4g 


99 


1.263. t = lao; = 1,0 s. 


1.264. S =n vlg? = 314. m? 
1.2.65. vo = V30? F MAh) = 15,6 rmjs. 
1.2.66. h = h cos?a + (vi/(2g)) sin?a = 4,5 m. 


fig 1.262R 


fig. 1267R 


1.2.07. ej; = l'g(b + 2H —2h) = 9,8 m/s, 'co8e, = v eh = 0,226 
aj = 76957 d Ea en Bin ag — 4) = 0,59 m. 


` 


1.2.68. h, = PE gin20< hp = 0 t (29). 


1.2.69. b = Ta sina = 1,00 m. 


I 
| 
j | fig 12698 

(++) 1.8.70. Prin identificare cu ecuația traiectoriei în cazul analog 
gravitational (a = |a,|): 


y = tgo Za t (03 cos2a9), i (1) 
rezultă, + l 
h = tgay b = a : (203 cos? ao) = a(1 + tg2a0)/(222) = a(1 + k?) (20), (2) 
de unde "x 
vo = QF AND) = V la, (IF KAN) = 8,0 m/s. (3) 


Dar putem folosi o metodă mult mai puternică şi mai generală cu ajutorul 
calculului diferențial si integral: 
ài , dv, = adt; ay = LT do, = adt, ` (4) 


a, = 


ceea ce dă în cazul nostru : 
& Li 
e 

de, = 0, deci e, = const = ty, ty — Voy Aa = ay. (5) 


Dar 
dz d: A 
e, = s dz = edt, e = FS dy —e,dt, (6) 


ceea, ce în cazul nostru dá, considerind că la momentul t= 0 avem 
o — 0, yo — 01 


t 
z = tz Aes -f tdi = vort, 
[LU 


i (7) 
1 
y = us =h ew + atit = out Ta 
o 
Prin eliminarea lui ! găsim ecuaţia traiectoriei: 
1 
Y = Doo + ri aya? vo, (8) 


şi mai departe prin identificare, ca mai sus. 
Dar pe de altá parte, 


(a) - 9 — 99 ,97 =, o, = poz e — d — dry?) (9) 
z 
Mai derivăm o dată : 


y" (2) dp 70 EOM o inoi 
a : Va Vz 
dt 
Gy, — Quy Ay — Guy (0) 2 dy — Gy (4) 
L-—————-—— 2 = 10 
C» m REST A 
deci 
v 1 E " d 
e? = (1 + y?) = y (a = azy'). + y”). (11) 
În cazul nostru : 
pla) — ko— 2bz, y" = — 2b; a, = 0, (12) 
deci 
o = — È al + (k — 202) (13) 
deci în origine (x = 0): 
1 1 à 
d = — 5, TES T» las (1 + k2). (14) 


- (+)1.2.71. a), Problema se poate rezolva elementar cu ajutorul noţiunii 
de „parabolă de siguranţă” astfel]: Să aruncám bile cu aceeași viteză 
iniţială ey sub diferite unghiuri «. Un punct (x,y) va fi atins de traiectorie 
dacă coordonatele sale verifică ecuaţia traiectoriei : 


. y = atga — ga? : (2uicos?a) = atga — ga*(1 + tg?a)/(213) = 
(1) 
= am — ga 1 + m?)](202), m = tga. 
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Această ecuație are soluţii reale pentru m = tga dacă discriminantul 
ei nu este PH 
D = z? — (2g? |i)[y + ga? [(200)] > 0. (2) 
Pentru D > 0 punctul considerat (z, y) este atins. de două traiectorii 
(parabole), pentru D < 0 punctul este inaccesibil; iar punctele cores- 
punzátoare lui D = 0 sînt atinse de o singură parabolă, aceste puncte 
Sint situate pe curba 
; D —0 sau y = v/(2g) — ga?|(2vi) (3) 
numită „parabola de siguraniă”, ea întășoară toate parabolele (traiec- 
toriile) posibile pentru diferite unghiuri « şi aceeaşi viteză iniţială vo. 
Punctele exterioare parabolei de siguranţă sint inaccesibile. Intersectind 


parabola de siguranţă cu y = —h obţinem bmax 
—h = %3/(29) — ga2/(222), de unde 
bo = Lmax = ea V F 2gh = 13,86 m. . (4) 
g A 


Introducind în (1) găsim (ştiind că D = 0): 
: -— D 62r 1 
Mo = tas = Sus : [2928s «[(20)] = to : V F 29h — 


fi? Xo 


1 (—— 1 = 
îm = ia è (Vo 09529) = MS y1i-ctgia- PU + għ) = 1,73s. (0) 
y l 


= 3516' (5) 


b) Ecuația parabolei de siguranță se poate obține si cu ajutorul cal- 
culului diferențial știind că ea este infüsurátoarea tuturor parabolelor (1) 
pentru diferite valori ale parametrului m. Fie ecuația acestor curbe ale 
familiei.: 

F(z,y,m)  —y — am + gæ(1 + m?)[(2o5) = 0. (7) 
Două curbe infinit; vevine se intersectează într-un punct care la limită 
este punctul de tangenţă cu înfăşurătoarea : 

F(z,y,m) — 0, F(x,y, m + Am) =0 cu Am — 0. (8) 
În locul celei de- -a doua ecuaţii. din sistemul (4) putem scrie diferența 
ecuaţiilor : 

= F(z, y, m + Am) — F(x, y, m) = 0. 

Împărţind la Am si trecînd la limită găsim, prin definiţie, derivata (par- 


tialá) : uem — 0. Prin urmare avem sistemul : 
m à 


F(z,y,m) — 0 si =0. (9) 


OF(z, y, m) 
Om 
Eliminind eg mpi m din aceste două ecuaţii găsim ecuaţia înfășură- 

toarei familiei de curbe F(x,y, m) = 0. 

În cazul nostru, derivind (7): 

8F(z, y, m) m 
Om 

care introdus în (7) ne dă ecuaţia parabolei de siguranţă (3). 

c) O a treia cale de rezolvare este următoarea. Punem condiţia ca 
traiectoria (1) să treacă prin punctul (b, —h) şi obţinem : 

5 F(b, m) = — h — bm + gb*(1 + m?)K(2w) = 0. (1) 


v 


— a + ga* m[i = 0, m =~, (10) 
ga ` 
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Din această ecuaţie putem afla, în principiu; bătaia b ca funcţie de m = 
= tga, adică b = f(m). Condiţia de extremum pentru b este anularea 
derivatei f'(m). Această derivată se poate calcula prin derivarea funcţiei 
de mai sus F(b,m)în raport cu m în care însă b = f(m), deci trebuie să 
cunoaştem derivarea parţială şi derivarea funcţiei de funcţie : 
or DE 00. ETE citi 0 PUN (12) 
ôm ðb dm ! dm ðm Om 


Prin urmare, condiţia de extremum 2 = 0 devine 
m 


TM = 0, adică —b + gb? - 2m/(248) = 0, de unde 
: mo = tgao = (gb) (13) 
şi ecuația traiectoriei devine : 
i — h — b- digo) + B gi? [1 + etf(g*b?)] = 0, (14) 
de unde i 
Dog = P Và Fag = 13,86 m as) 


şi deci din (13): l 
mo = tga, = ofl gbma) = vo : V03 F 2gh = 1/V2. (16) 
1.2.72. t PN cosag(tgaa — tga) = 0,60 s, y= > v$ Cos? ao(tg? ap — ` 
— tga) = 6,5 m. ; ý 
1.2.73. d = 2vtsin(æz — «,)|2 = 5,17 m. 
1.2.74. tga =% di Vangede) — Q2vitgB)(gd) — 1 = 2 $1,6, 


= 14929 sau 21948; v, > l(gd[cosg)(sing + 1) = 209 m/s. 


(*4)1.2.75. a) Teorema variației impulsului sub forma E, At =mA5 pro- 
iectată pe axa verticală Oy şi luată de la momentul lansării t = 0 pînă 
la momentul cînd corpul atinge înălțimea maximă t =t, si apoi de la acest 
moment pînă la momentul revenirii .pe Pămînt t = t, + te ne dă 


(mg — ko) -tu = — me, sau (—mg —kv, yt, = — me, (1) 


103 


—mgl, — ko, 9 -tu = —mu, (2) 
dar 9400 - în = hm — înălţimea maximă, (3) 
deci 

—mngt, — kh, = — mv. (4) 
La fel pentru coborire : - 
(—mg — kv fu?) "h = — m, dar otto D = — hm 
deci . . " 
—mgt, + kh, = — mv. - (5) 
Prin adunarea celor două ecuaţii (4) şi (5) rezultă : 
Led beo. d vea 8. : (6) 
g 
Mai general, cu ajutorul calculului diferenţial si integral: 
E] 
V dt —mA$ = m(3, — à;) (7) 
i : 
proiectat pe axa Oy dă: 
i] ty 
| img — kv)dt =m, dar LE = hm, ` (8) 
0 0 
deci —mgl, — kh, = — mu. (4) 
La fel: 
fg to lytte 
Ă | (—mg — ho dt = — mo, dar | vdt = — hm (9) 
: p i 
deci . 
` —mgt, + kh, = mv, (5) 


de unde rezultă ca mai sus timpul total cerut. 
b) Teorema variaţiei energiei mecanice : 
AE = AE, + AE, = Laco. - (10) 
ne dă pentru întregul proces de mişcare (AE, = 0): 


Smet — mil = Dess, = — P, (la +), an 


P, = (s ma — A me) : [z (oo + v] =L mgle — v) =9,8W. (12) 
2 2 g 2 


(*)1.2.76. Vom folosi rezultatele problemei 1.2.71. Intersectăm para- 
bola de siguranță 


| y = (29) — ga2/(205) (1) 
cu ,podeaua" y = —h şi obţinem: 
Tma = lY T 32gh —22m (2) 
g - o 
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y 


v4/29=1m —— Probo, á 
COM, 
Ue 


“A Poozaua - Dd 
PT PP PP 2. 6 


Fig 127R 


şi din ecuaţia traiectoriei —h = zm — ga2(1 + m*)/(2w)), ştiind că 


D = 0, rezultă; 
m= tga = 1: VI Tu. e, = 42. 
» 


.(3) 


Reamintim că bătaia maximă la nivelul punctului de lansare se obţine 


pentru a = 45, 
Analog în cazul coșului y =h'—h: 


m = Lei — 280. 7) = 18 m, 
g 


; SR, 1 
mo = igag = 1 : V1 —29(V — h) = «X9 = 48, 
0 Xo y g Dă 0,90 > Xo 
Să vedem acum dacă există restricţie din partea tavanului. 
Ó 1 


sin? = 1: a + ctg?a) = 1: (2 + 2ghh3) = Sw , resp. ——. 


2,21 1,81 


h, = 1 sint = 4,5 m, resp. 5,5 m, 


P 


deci înălţimea, necesară a sălii de sport : 
Hae = h + hmar = 6,0 m, resp. 7,6 m. 
În cazul sălii H = 4,6 m < Hne trebuie să reluám problema : 
l a sina = H — h, a = 30 

i 29 í 

şi din ecuația traiectoriei 
—h = atga' — ga*: (203 cos?a'), (respectiv = h' — h) 
obținem 
Dax = 20,4, (resp. 12,9 m). 


(4) 


(8) 


(6) 


(7) 


(8) 


(9) 


(10) 
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jn cazul sălii H = 7,0 m, pentru aruncarea în cos ecuaţia (9) dă x’ = 
= 44°26" şi (10) dă Sa = 17,6 m. 


1.2.77. b = L g(a — f?) = 1,53 m. 
g 


Fig. 12.77R 


1.2.78. tga = Z, a = 30°, v > l'g(H* + PH) = 18,4 m/s. 


1.2.79. ah 2h]g - wosp = 0,71 m. Calculul mai riguros dá un 
coeficient 2/3. . 


Forțe de frecare 


' 1.2.80. Da: o ladă așezată liber pe platforma unui vagon care acce- 
lerează. 
1.2.81. T = F, + (F; — Fall. 
1.2.82. Fax = T,(m, + ma)/ma = 200 N. 
1.2.03. a, = ugM :(M — m) = 0,056 m/s2. 
1.2.84. v = Loga — f) : (1 — f) = 100 kmph. 
n 


1.2.85. T, = F — T, = 70 N. 


E 27774 
1.9.86. F, = umg(1 + m|M) = 49 N. 
1.2.87. aja, = [Fcosa — u(mg — F sina)] : [Pcosa—u(mg+Fsina)]= 


65. 
1.2.9. F = [ma cose TM mg sin(a + g)]:cos(B — e), rezultă e = 
1. 2. 89. F = g(m + M)(u; + uz)cose. : cos(a — qj) este minim pentru 


a = 91 . 
= g(m + M)(oi + P2): COS pa = 138,5 N. 


1.2.90. (EN; (a — ug) = 2,0 s. 
1.2.91. a) F= mg( + mM) — 5,9 N. 


b) i = V21: (Em — ug — ugm[M) = 0,52 s. 
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1.2.92. Se zone firul legat de corpul tras : a) F =T, 4+}gpmg = 5,0 N 
(static), b) P = —- Žr, ip 7 Qus — us — u) = 7,5 N, (a = 0,53 m[s?). 


1.2.93. K = m (2— 5 = 3,0, (k < 2).. 
1.2.94. T, = mg = 9,8 N, Fa = um,g = 6,86 N, T, = T, — umg = 
= 3,0 N = F; 
1.2.95. a = atm] 4) = 2,0 m/s?. 


š 1.2.96. to = 47 Z (m + m) = 508, = 2. (nm, + pm) = 10,0 s. 


fig 12ISR 


1.2.97. vo = [21g(y, + pm + mama) = 5 des 
1.2.98. 9 = P = 6,07. 
1.2.99. u = 2 l tga = 0,33. 


1.2100. p = D Um = 0,43. 
zei a 


a fig 12100R b 
12.101. u = tg = 0,27. 
RN 
| | REPAS NS č Fe 
Pu iMm 


N 
AV rp d 


a Ag 12068 b 


Fig. 128018 
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1.2108. a = 5 (cosas — coso LEE = 0,82 mjs?. 
mg — F sina, 


` 1.2.103. a = F cos (x— 9) : (m cosep)—gtge = max pentru à —9—18*. 
1.2.104. l/l, = cos a + usina = 1,00. 


1.8.105. s = zd cose : sina + p) = min dacă a =90 — ẹ = 60. 
g 


1.2106. u = tga = 0,27, N = mg cosa = 4,73 N. 
1.2.107. p = RA j^ = ll: "a + f + 1] = 0,38 ev a 1c 
+3 = 1,50; — a,[a, = + f)2 = 2,25 ^ 
.1.2.108. gtg(«— ca = 2,6 m/s? <a < gtg(« + p) = 9,8 mjs?. 
1.2.109. F,,, = mgtg(« + o) : [sinatg(« + p) + cosa — m|(m-+M) J= 
= 113,2 N, 
F aax = Mg ctg a: (1 — cosa) = 731,5 N. 


| > m 


d d Fg. i2fifR pă 
12.110. F = utm + Myg: (1 + Mm — (xs) — 9,8 N. 
12.111. anin = g(1 — u) (1 + p)=0,25 9, a, = (1 + u): (1— y) 
= 4,0 g. 
1.112. 5 = a; d 2n(m + M): (m + yM)? = 2,8 m. 


g 
1.2.113. 1 — 4u = 0,20 < m/m, $ 1 + 4u = 1,80. 


N4 


1.2114. u = tga sin £ = 0,29. 


1.2.115. Cu friná de motor: g(sina — u cosa) <a <g sing, 0,49 m/s? «1 
<a < 0,98 m/s; cu forță de tracţiune: g sina <a < g (sina + p cosa), 
0,98 m/s? «a < 1,47 mj[s?. S 

1.2.116. taia = aj : Vu? costa — sin?a = 17,7 s. 


£p EET Pi. 12F7% i 
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8 ranr F = m[a cosp + g sin (x + ẹ)]: cos (8 — 9) = min pentru 
—9-— H 5 


Fain = Ma cosp + mgsin(ă 4- ẹ) şi N 2 0 implică 
a < g cos(a + 9) :siag = 26,85 
8 
altfel (N = 0) si tgB = g cosa: (g sina + a), B = 13? 38' < ọ. 
1.2.18. w = e,/sin(o' — s): sin(x—9) = 100 km/h. 
1.2.1198. a = g(1 + m|M)sin(« & 9) :cos9 = 4,5 m/s? în jos (scin- 


dura lunecă in sus), resp. —1,43 m/s? în sus (scindura lunecă în jos). 
1.2.120. a = g sina — gtg0 cosa, tg0 = p, 0 = « = 5,0 (înainte), 


mi Agrar fonta 


d Eis i 
12.121. h zi : (1 — petg a) x g^ :(« — 9) = 40 m, după 
aceasta camionul va luneca în jos. 


1.2122. t = VA: (g sina) = 0,60 s -ṣi scindura va sta în repaus. 
1.3.133. a = cteosa: (m + M) pentru 


1 s 

t < t =— umg (m + M): [ym sina + M(cosa + usina)] = 3,27 s, 
[d r = 

aa = x vmg[ M cosa]: [umsina + M(cosx + u sina)] —0,707 mjs?, 


apoi (a = - (mg — china) pină la t,— kina = 19,8 s cind a = 0. 
€ 


1.2.124. a) a, = 0, Fra = 0 dacă F < uymg: (1—m) = 49 N = F,. 
b) F >F, a$0,a = [1 — m)F — umg]: [m + má d ua). 
€) ax = 0, Pre statică, a, = [F — pu (m, + ma)g]: (m, + ma); 


P [mg(m, + mel da papag]: [m +H mal ih p.)] = 9,34 N, resp. 


?, , 
do, = JiM — valma + ma]: [mi -+ má. d uu)] = 1,15 .m[s?, resp. 
1,51 mjs?. s 
1.2.125. F = mima (2g—w) : (m, + ma) = 11,76 N, T —2F, 
= [m, — me) g + mah: (m, + ma) = 5,88 m[s?, a, = [(ma—mj)g + mw]: 
` : (m, + me) = 3,99 mjs?. 
1.2.126. »' = Vn — 1)e$ + nv? = 3,20 m/s. 
1.2127. y = .Rtga — sina) 
V  mg— Bla — cosa) 


= 0,20. 
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as mfs*i 


15143) 


f Pd 
9 Fatio 


Fg t Lt 


h 


- 1238. o = DP, da = våt, az = fas =| oat = 


8, ay 


unde 8 este aria mărginită de curba v(t). Stiind că aria unei elipse 


este 


deci 
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7 ab, unde a,b sint semiaxele, avem 
1 1 

Ag = velo — — f — ls * 9o. 

ehe — y "g to 


Dar : dude. am 
At a 
"vo = 8 : (1 — 7/4) = 40 mjs. 


(2) 


(3) 


» 1.2129. 5, = s = A pb n=% 04 2Di +38, — (1) 


v, = 9€, — €4 = À — 6 + 2(B — Dji — 8m. 


(2) 


= 1.2.130. v = = = 4A1* — 2Bi - (1) 


este o funcţie impară v(—t) = —v(t), deci are originea, centru de simetrie. 
Condiţia de extremum pentru v(t) este anularea derivatei : 
v'(t) = = = 12 Ať — 2B = 0, t = & /BR64). (2) 


Între rădăeinile (2) semnul derivatei este negativ, deci prima rădăcină 
corespunde unui maxim al vitezei, iar a doua unui minim. Ne interesează 
de fapt £70. Natura extremelor rezultă şi din semnul derivatei a doua: 


v"(t) — 24 At, V”) = 24 At 2S 0. (3) 


Fig 121308 
* 1.2.131. Conform definiţiei : 
a= £ t (vat =} È (4t + Baa = (74 4 1 pa 
7 T T < V2 3. 
[J [i] 
= Zar +5 Br 
* 1.2.132. v = — = à = x'(i) = —b—, (1) 
dv z dr . 1 
^a— = ġ = V'(t) = =g "t 2b —. 2 
Kot ug v(t) dn FAN " ..Q 
e 12 433. a — T5, d dv — adi, L v = v = ( adt -VAnai— ;AP06, 


unde comstanta de integrare se determină din condiţia “iniţială : la t =0 
avem v = 0, deci O = 9, 


o = Tae. l (1) 


Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
: Di 


1 
fa = v= | At?di = Zan, 


e 


dil 


Integrám mai departe: 
dz 1 1 
B. dz = «di, \ ds = s = (ea: = "pd Ts ati 0", 
unde constanta de integrare se determină din condiția iniţială : la t = 0, 
v= 0 şi 2 = 0, deci 0=0: 
1 
=— At. 2 
2-1 (2) 


t 
ye op | vät = E A Atat = an 


0 0 
xx 1.2.134. Observăm că dacă acceleratia ar fi a— —o?z (cu minus !), 
atunci am avea 32 + w?s = 0 — binecunoscuta: ecuaţie diferenţială a 


oscilatorului, armonie! În cazul problemei noastre: a = E =. oy. 


Se poate integra si definit : 
x Li 


înmulţim ambii membri ai ecuaţiei cu dz." 
Paz = 02 dz. sau odv]— o? odz. (1) 
Dealtfel aceasta s forma diferenţială a Coen variației energiei 
cinetice : 
dL = F dz = dE, sau mada = d (2 me) = mdv. (2) 
Integrăm : $c 
E -fo wada,” La = A gn +0, 
2 2 
unde constanta de integrare se determină din condiția iniţială : 
la m = 0 corespunde v= v: i4 -, 
o? = v + etat, v = Vo Fota. (3) 


Se poate integra si definit : 


x 


a 


- | vdv = | wads, i (02 — 03) = 3 wg. (4) 
` [3 [] 
Mai departe 
o= 15 ya x ate. (5) 
di 


Separăm variabilele si integrám : E 


dim LE5E. S AA E OER VERE n 
V + 272 : Vă + 02402 


=| gaere = tot Pate? g) +9, 


(6) 
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unde constanta de integrare se determină din cenditia iniţială, i 


la t= 0 ayem 2 — 0: 0 = Lin (9/0) + €, rezultă 
€ 


MEYER ENTER EVA 


t = —l (7) 
o to[ o 9g : ? 
Se putea integra si definit : zi i 
| P x 
dz 1 CH TERRE 
dt = \ -= — ne 24 g?) | = 
| apres e Hra | 
0 » T 
"our (8) 
= ERE CT + wot t ze v 
o voo 
Rezolvám (7) în raport cu g: 
ox 4- |/v& F oa? = 0000, 08 + oat = (v0 — ca), 
g = 1v (e^' um e-?t) zm 9o sh at, (9) 
2 o o 


unde apare funcţia sinus hiperbolio sh. Dealtfel cine cunoaşte funcţiile 
hiperbolice, putea serie integrala (6) asa : 


dg 1 og . 
=> == argsh — +0 10 
Varas +a? o £ vo d y, 0 
unde apare „argument sinus hiperbolic", iar constanta de integrare O’ 
se determină din condiţia iniţială: là t — 0 avem œ —0, şi deoarece 
argsh 0.— 0, rezultă 0 = 0: 


t= E1 argsh ec de unde 97. sh ot, (11) 
o Vo : Vo 
e = % shot = Tel (e —e-“). (12) 
[5 o 2 


Legea vitezei rezultá din (3) si (9): 


PM FUSCE PX RC MC NL š 
o= Ja omaes Lente » = 


> 3) 
= vo Ch ot, 

unde apare „cosinus hiperbolie" ch. Dealtfel legea vitezei se poate obţine 
direct; prin derivarea legii mişcării (9) (derivata sinusului hiperbolic este 


adi hiperbolice şi derivata cosinusului hiperbolie este sinusul hiper- 
bolic). : 


e 12.135. a) a =7, dv = adt. a a) 
Integrăm (limitele de integrare se corespund) : l 
LJ t Li 
t z | Wi adn | taas, (2) 
A [] = o 
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de aici obținem, puina t= îm, deci v = 0: 


— | ($t, deci v= on x f f()àt = 


o 


o tm tai 
- wx (roar — [ra - = -į f(t)at. (3) 
L 0 LH 
s 2m fas. im a 
b) E, dz = vdt, T sau za =| oat. . . (4) 
o [ij o 
Integrăm prin părţi : 
tm i tm im tm 
ii cart eg apeparap (5) 
io 
9 


Primul termen de la integrarea prin părți dispare fiindcă pentru t = 
avem v = 0. 


+ 1.2136. v= H = i = v(t) = A — 3 BË. a) 
Conditia de oprire : 20 
v = 0 = A —3Bt, t = V485). . (2) 
«c — 6Bt, F, — ma —— 6mBt, (3) 
dar . 


F, = — 6 mB AK3 B) = -g" AB, m — - B suyas, (4) 


care introdusá in (3) dá legea cerutá : 
F, —y3F.YBJA - t. (5) 
*. 1.8. 137. t = yug): as — pcosa) = l/(2b[g) : (cosa (siua— p cosa) J. 
(1) 


Minimul timpului t corespunde maximului numitorului de sub radical. 
Anulăm derivata acestuia : 


—sina(sina — u Cosa) + cosa(cosc + pu sin x) = 07 (2) 
sau cos2a — sin?« + 2u sina cosa = 0, cos 2« + usin 2a == 0, (3) 
tg 2a = ET sau ctg2a = —p. (4) 

p 


Trebuie luat 2« in cadranul doi, fiindcă « este evident in cadranul 1. 
Derivata a doua : 

—2 sin 2a + 2u cos 2a (5) 
$i inlocuind pe u din (4) gásim : —2[|sin2« < 0, deci nuiorul are un 
maxim si timpul t are un minim : A 


= \ b) Yi (6) 
* 1.2.138. a) v= Su 24t — 3BU. ; Q) 


Condiţia de oprire: 
i v = 0 = 2At — 3BË, | 
în = 2A |(3B). (2) 


- 


Distanţa piná la. oprire: ` 
Em = At; — Bin = 445: (27 B3). i (3) 


de 2A — 6Bt, F = ma = 2m(A`— 3B0). (4) 


b) a= 
Piná la momentul t, = A/(3B) vehiculul merge accelerat, apoi merge 
frinat. c) Vd. figura. 

** 1.2.139. Principiul II al dinamicii se scrie: 

F = Fy cosot = ma = me. (1) 
Separüm variabilele si integrám : 
mde = Fe cos ot a, 


1 màv = reso ms -Àm sin ot + €, 


unde constanta de integrare se determină aia condiţia inițială : 
la t= 0 avem v = 0, rezultă Q = 0: 


m Boală ci, o= Ji. Fe. (2) 
mo mo 
Se putea integra si defimit (limitele de integrare se corespund) : 


t 


(ae = meo e €osot di — p, ain otl = ig sia ol. 
J. 


e [^] 


[o] 
Continuám integrarea : 
da = vil; |a» Aure atăt, 
: mo 


xx cl gqoenet3q 9), 
F mo? 
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unde constanta de integrare O’ se determină din condiţia iniţială ; 
la 1 = 0 avem v = 0; rezultă 0’ = 1 : 


l gp — cos ot). (3) 
ma? ! 


g = 


Se poate integra și definit (limitele de integrare) se, corespund) : . 
x ; ; 
C fcn d 1 : 
do = g = \ — Fesin otdt = — — F, cosot| + 
mo s mo? 


o 
o 


Se vede că mişcarea este oscilatorie armonică cu frecvenţa unghiulară 
€, în jurul punctului de echilibru : 


2 = 1 F, = Lp, k = mo? (4) 
mo? k 
cu amplitudinea i 
; 1 1 
A -——FSQ-——F,. : 5 
mo? ^ k ? 5 
Forţa aplicată se poate scrie şi astfel; - 
i F.— F, cos ot = Fo — ka. A ^ (6) 
xx 1.2.140. a) P+F, =F- n = ma = m. : (1) 


Separám variabilele si integrăm : 
ET RE. A LE inde 


F — Ww F — kw 
mÒ —kdv m 

=== = ——ln(F — kv) + 0 
I ra ( ) + €, 


unde constanta detintegrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0, 
avem v=0 


m m 
i 0 = —- In P+0, 0 = inf, 4 
P. k F ie 
ta pt Th, ps (a em. 
k F k 
Se poate integra si definit : 
t id 
dequo n P ButrM 
k JF — kv k F 
0 o 


Integrăm mai departe : 
dz = våt, (ao =g = e (1 — e-M")gt 


F Pom 
=> 4-4 lI— eMe. 
i + EE +O, 


416 


unde constanta de integrare 0” se determină din condiţia iniţială : la 
i=0 avem 2 —0: 


Fm " qu Fm 
Ai > at e = — n? 
F Fm ; 
g=— t T—- (e-"m — 1). (3) 
k + k2 ( ) 
Se poate integra si definit astfel: 
x e» 
i F j -F t Fm d 
de = g = (1 — cai —t1| + e-m] = 
| | Dă i k bt ka o 
9 0 


Ze p T (etn — 1). 


VERA c do N (4) 
dt 
separăm variabilele şi-integrăm : 
` mdv m dv 
dt = =e 
O Fk kF|k—e 
Amintim integrala : ý 
` : dz 1 D] 1,a--c A 
= —argth L = —-In—— —. 5 
E —a a i a 2 a—w$ e 


unde „argument tangenta hiperbolicá" argth Z esto funcția inversă 
: d a 
„tangentei hiperbolice” 
th = (ets — eth) : (ef p e=") = sh :ch T. 
a a a 
În cazul nostru : 


: m 
E [E d PR "face eino + o, 


unde constanta de integrare C se deter: ;ná din condiţia inițială: la 
t = 0 avem v = 0 (argth 0 = 0); rezultà C = 0, 


E - d [rp R 
Fo o”? iai VEF. (9 


t= 


VEF 
Se poate integra si definit: 
t 


(de _m]/F k | 
dt = i = E ES = ar n v[/5. 
| "s Di S A [- Va i: 
o 
Continuăm integrarea : 


T 
dz = «dt, ye =g =. 
Amintim integrala : 


É I———. 
th P VLF- dt. 
I da = — ~in chag, (7) 


£17 


^ 


unde ,,cosinusul hipérbelic? 3 
chas = 5 (e7 + e7**). 
In cazul nostru : 
Piatra- i } 
E -H LE ViPat = PET: Inch — YF 4 €, 


unde constanta de integrare 0” se determină din conditia inițială ; 
la t = 0 avem œ = 0 (h 0 = 1, ERI, E ic 


s= z Inch — ANF. (8) 
Se poate integra şi definit : 
a c d 
F tva m 
pu =% = yz jio = Tg Inch — Li = Inch EF. 


Putem găsi v = x(v) eliminind timpuli din (6) și (8). Dar vom proceda 
altfel. Tnmultim ecuaţia (4) cu dz: 


(F — w2dz = m da = mw do, 
separám variabilele şi integrăm : 


mo dv m d(— hw?) 
dz = = = 5 
F — ko? 2k F — kv? 
. d(— kv?) m 
ds = = — = — Min — ko?) + € 
E T Ae Two ay X Kip Os 


unde constanta de integrare C se determină din condiția inițială : 
la ( = 0 avem o —0 si 2. — 0: 


m m 
0= — la F +O, €= nF, 


æ = m OEE ý (9) 
2k F — kv? 
Se poate integrá si definit . 
— ky? ais 2 
dec» d( ho?) _ _m P ket 
2k JF — w? 2k F 
[] 9 
me 1.2,141. F, = — kv? = = ma = me, (1) 
Separăm variabilele si integrăm : 
dis mde dci (t miri 
ke? he? 2ko? 


Constanta de integrare se determină din condiţie iniţială : la t =0 avem 
v= v: 


m 1 m 
Ee, N, VET 
re TO DM 
t= mj — 1l, v= i : YI F atm. (2) 


Se putea integra si definit (limitele de integrare trebuie sá se corespundá) : 


t v 
dz eas calea) 
k Jv’  2kv?|,  2kNo* ^ o 
dt 


Continuám integrarea : 


da = vdt, \ dz = g = = 
A | diis MEC 
m d(2Ktjm) 


T ua 
1/3 j 
k 2y1/ + 2kt|m k r: los + 2kt[m + €', 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la t = 0 avem v = v ṣi 2 = 0: 


m i m ` 
neS, 0-5 ese ms : 
kvo Tic kv, À 
z— FALL F 3ktjm — m/(kvo). (3) 
Se putea integra şi definit : i 
3 v t 
dt m yrr | 
du = v = bo = —\ 1/0 + 2kt/m | + 
| (aa rl Ib nakte 
i i 


** 1.2.142. Din semnificaţia unghiului de frecare rezultă imediat că 
9 = 30^ este chiar unghiul de frecare (u = tge). La coborirea liberă în 
jos : ut. 
j mg sina — mg cosa — kc? = 0, (a = 0), 
de unde 
k = Ls mg(sina — ucosa) = = mg sin(x — p): cose. (1) 
[d c^ 


Pentru urcarea liberă in sus de-a lungul planului inclinat : 
— mig sin a — p mg cosa, — ko? = mf (2) 
€ 
Am putea separa variabilele si integra, si am găsi v = v(t), dar ne inte- 
vesează distanța parcursă pe plan pînă la oprire (si nu timpul). i 
Pentru aceasta inmultim ecuaţia (2) cu dz : 


—dg(mg sina + u mg cosa + ke?) = m 5 dz = mv dv, 


* 


separăm acum variabilele si integrám : 


E 0 
— mvdv | | —mvdo 

= s 83 = \dr= ORA ALTES, 

mg sina + umg cosa + kv? mgsina+- um gcosa-+ Ico? 

a : 

m d(v?) m) 2 o. 
-——————ÀÉÀÉ——- — —Inmgsin«a4- eosa-4-kvo?); = 

zd mg Sina4-umg Co8a.-- kv? 2k (mg MEAM P 


m In mg sing -+ umg cosa (3) 
2k mgsina + umg cosa -+ kib 
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La coborire : 
A dv 
mg sina — u mg Cosa — ko? = m 


(4) 


Inmuljim ambii membri eu dz, apoi separám variabilele si integrám : 


da(mg sina — u mg cosa — kv?) = m Paz = mvdv, 


n 
da = - medo s s= (az = 
mg sina — umg Cosa — kv? 
Lom f d(v?) E 
2k | mgsing— wumgcosa— kv? 


oma sing — p mg cosa zho 
; 2k mg sina — u mg Cosa 
Egalăm distanțele (3) si (5): 
jan Tzi mg Sina + u mg Cosa - 
2k  mgsina + ji. mgcosa + kv 
y . z Lom y mg sina — p mg OSa — ko? 
2k mg Sina — u mg cosa. , 
inlocuim pe k din (1) si înlocuim pe p = tgo ; obținem: ] 
1 — '?|c? = sin(a + o) :[sin(« + u) + sin(x — 9)uo/e?], 
de unde 


L4 


o = vo : Vă]? sin(a + 9) : Sin(a—g) = 1,0 m/s. 


(8) 


(*) 1.2.143. Luám un element de curbá ds in jurul minimului. Forta 


de revenire a particulei este componenta tangenţială a greutăţii : 
dð d6 


F, = mgsin 3 = mg F . 


Dar ds = Ro do, deci 


forța este de tip elastic cu constanta k = mg|E, prin urmare peri- 
oada oscilaţiilor : 

= 2r mjk = 22V Rug. i (3) 
Desigur, putem judeca îi cu variații foarte mici (în loc de diferenţiale), 
care descrese către zero: A0, As = RAD şi să folosim aproximafia bine 
cunoscută : 


sn 40 cînd A8 > 0. (4) 
** 1,2,144. F, = —kot = ma = m. pos (1) 
feparlun variabilele si integrăm : 
dico Um a me, 7. 0, 
kv? kv? 


unde constanta de integrare € se determină din as iniţială ; 
la t = 0, v = vg; 0 = m/(kwy) ins €, 0 = —ml(koo), deci 


=F "a — 109). l (2) 


Se poate integra si definit PA de integrare se corespund): 


4: v 
(a = (e LR S = 
i ley k Lo vo 


kv? k v 
vo 


Timpul, cerut este (v = vj/n) : 


ERE —1) (3) 
kvg i 
dv 
me 1.2.145. F, = — kv? = ma = mi (1) 
Separím variabilele si integrăm : ` Í 
TO NT EA t=>+0, 
kv? k Jv? 


unde constanta de integrare se determină. din condiția inițială : 
a t= 0, v =v: 0 = mJ (frog) + 0, 0 = — m[(kvy), 


dm i 
r r a (3) 


Se poate ir tegra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
(a E do mip m (i să 3, 
k vt k vln- klo w 

Mai departe.aflám legea mişcării : dz = vdt, dar din (2): 


pis EE i (4) 
1 + koyt[m 


deci 


dt Vo dt — 0 (koo/m)dt m Tni 1 kot C 
ci V + kv/m n +kotjm k (L + koom) + 0, 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : 
la îi = 0 avem y — 0: 


o= n 14 0, 0=0 AT 


s= is In(1 + kegt[m). ES (5) 
Se poate integra si definit : i 


t 
di m 
ds = v = 2o =" In(1 + kv/m). 
| e k Mob eeu 
0 


Dittanja cerută se ontine înlocuind i în (5) pe k din (3): 
Lm =" ma + ktor/mn) = tor : (e — 1) = 100 m. (6) 
Putem proceda şi NS : Inmultim ambii membri ai ecuaţiei (1) cu dz 
—hoda = mL as = modo, (2 = ) 
dt at 
separăm variabilele şi integrăm : 
mdv mdv m (dv m 
dz = dz =\— -—— — —1n 0 
& 0 | a | E | s2 x v -- €, 


ko v 


unde constanta de integrare se determină din condiţia Heus i 
là a = 0 avem v = v E 


0 = — 7n +0, 0 — m e 


(7) 


Se poate integra si definit : 


9 
 Punind în (7) condiţia v = v,/e si înlocuind pe k din (3), găsim distanţa 
cerutá (6). 


we 12.146. a) —ko = ma = m, (1) 
separăm variabilele si integrăm : 
m dv m ( do m 
t = ——— di———i—,t———1nv-4 C. 
à ko? | -f v’ p acu 


unde constanta, de integrare se determină din condiţia iniţială : 
lai = 0, avem v = *: 


0 ine r €, 0 = me, 
= m^. (2) 
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Se poate integra si Sonae (limitele de integrare trebuie să se corespundă) : 


aia Sie mat. 
kjv h w 
o p^ 
Punind condiţia v = v/e în (2) obţinem: 
s ne, ker Weh (3) 
b) Din (2) avem legea vitezei: i 
v = me, (4) 
dz = vdt, x = foar = (eram dt = — PX em + C, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la t = 0 
avem v = 0: ' 
m m 
9 ocu 9 ccu 
s= T vy(1 — e-t'/m, (5) 


Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
a t 


i 
yo == (nena tuu ve] = — P avec — 1). 
J 1 k 4 ido k - 
Înlocuind în (5) pe k din (3), găsim 


e— 


$ = vol — e7!) = vor Lam 6,3 m. 


Se poate proceda şi altfel, găsind z = x(v). Pentru aceasta inmulfim 
ecuația (1) cu da: 
—hko dz = m dedu = mw, 
dt 


separăm variabilele si integrám : 


m dv m f m 
— a dg = do "d C, 
2, acl s +0, 
unde constanta de integrare se determină din odds iniţială: 


la t = 0 avem g = 0 8i v = vo: 


dz 


0 - t, 3- C, 0-7 o 


e- To | (6) 


Se poate integra si definit (limitele'de integrare se corespund) : 


x v 


(ao == -q hes- Teo 
4 s 
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Punind in (6) conditia v = eye si inlocind pe k din (3), găsim distanța 


cerută : 
æ = oQ7(1 — 1/e) = 6,3 m. 
e) Punind in (6) condiţia de oprire v = 0 si înlocuind pe k din (3), găsim 
Em = vT = 10 m. 
Dar timpul în care se parcurge această distanță este (teoretic) infinit 
aceasta rezultă din (2) sau (4) punînd v = 0. 
de w 


*»* 1.2.147. F = mg — kv = ma = m T 


"Beparăm variabilele : 
die" do 
mg — kv 
Observăm cá într-un membru trebuie să fie df împreună cu factori care 
depind de £ (nu avem aici), iar în celălalt membru dv eu factori i care depind 
de v. Factorii constanti pot fi lăsaţi în oricare membru. Integrăm : 
2 —kdv m In(mg — ko) + Ô, 


mdv 


di =t = 
mg — ke k ) mg — ke 
unde constanta de integrare € se determiná din condiţia iniţială 


lat = 0 avem v = 0: 
9.— — P In mg+ C, 0 = mn mg, 
(2) 


TED: 


n . 
k mg ko 

Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) 
kv) om mg — ko. 

o k ang 


> își echilibru : 
forţa de greutate, 


t 
dt =t = side = — "e In(mg 
mg — ko k 

0 


0 
Pe de altă parte, viteza limită se atinge cînd forţele isi fac 
forţa de frecare crește cu viteza pînă cînd egalează for 
atunci în (1) acceleraţia se anulează si viteza rămîne constantă ; 
g — ke = 0, k = mgje. (3) 
AVI 
nl 
aq 7] 
MEL 
m t 
! 
zt i i 
i | 
mt 
7R Fig. 13.49 R 


Zn — vje). 
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(4) 


Punind condiţia v = fe: t 
t = £ mA — f) = 2,3 -1g(1 — f) = 23 ras. 
g 9 XN 


ax 1.2.1498. F = mg — ke = ma = m zi (1) 


Viteza limită c se obţine cînd forţele isi fac echilibru (forţa de rezistență 
echilibrează greutatea), atunci în (1) acceleraţia se anulează : 


mg — ke = 0, k = mgfe. . (2) 
Separăm variabilele în (1) si integrám : 
dt — mdv - dv (atu do 
mg — ko — g(1 — vle) g — v/e) 


= — iT efc) + 0, 
g 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la ( — 0 avem v = 0: 


0—— £114 0, 0=0, 
g A A 
t= —“ ma — vje), 1 — vje = ele, v = e(1 — el), (8) 
Se putea; integra si definit : 
Li v 
4 IL] 
E EN NN MM MESES = alo] = — Sn — wo. - 
A g(1—vjc) g lo g 


Mai departe, i 
dz = våt, £ = ye Aes = ea — e-!ledt = 
= | cdi -fe e-?«dt = ct + E €? ef 4 0, 

g 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
lat = 0 avem æ= 0: 0=c2/9.+ 0, 0 = — e?[g, - 


a= ct + senti — 1). (4) 
g 


Se putea integra si definit: 


Li t 
LE = g = (ea — edi = 
0 0 


t f u 1 
ES "T += eee] = ot + — ee-e — 1). 
e g . lo g 


a+ 1246, 0] Joco: ko? = ma =n. l a) 


Separám variabilele si integrám : 


di zz mdv 2 ETES mde — m dv : 
mg — ko? mg — ko? k )mg/k—v? 
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Amintim integrala : 


| da OA pa tă SL au (2) 
a a 


a — a? 2a a—s : 
unde „argument tangenta hiperbolică” argth œ este funcţia inversă ptan- 
gentei hiperbolice” ; i 

th a = (e? — e77) : (e? + e77) = sh g: ch g. 
Integrala noastră devine atunci 


A ses 


k . 
t mtn e| Es € | 


unde constanta de integrare se determină. din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem v = 0; rezultă 0 = 0 (căci argth 0 = 0). 


ne ZE 5 - 
t= Js th.— ALTER 3 
kg g Vmg jk n-—?m j^ — (3) 

Se putea integra şi definit : : 


LÀ — 
m do E VOTES 
dí = t= = — = V — areth als 
| A 4 et JE 


0 
Pe de altă parte viteza limită se obține cînd forțele se echilibrează (forța 
de rezistență echilibrează greutatea) si acceleraţia devine zero : . 


mg — ke —0, k= mgle?. (4) 
Atunci legea vitezei devine: i 


v — cth 2. i, . e Q5) 
e 


b) dz = vdt, x =\ dv = oar =e th 2i. at, 
Amintim integrala : i i P 
o az da = ri Inch az 4- €, ] (6) 
unde „cosinus hiperbolie" este ape i 
ch az = i (e^* + e-**). 
În cazul nostru obţinem : 


a = la Inch(gt/c) 4 C, 
g 


unde constanta de integrare se obţine din condiția iniţială: la t = 0, 
a = 0, (ch 0 = 1, In 1:— 0), rezultă © = 0, 


a = Lotmeh €, (7) 
g o 


€) Dependenţa z = x(w) s-ar putea obţine eliminind timpul din (5) si 
(7), dar vom proceda altfel, mai direct. Înmulţim ecuaţia (1) cu da: 


(mg — hv2)da = mas = mo dv. 
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Separăma variabilele şi integrám : K 
mvdo modv 
dz = 5 tz =g 4 


x e E ™ In(mg — kv?) + C, 


mg — kv? 2k 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t =0 
avem 2$ —0 și v=0: 


0 = — mnm, C, 0 = mm 
2k g 2k 9, 
a= mn (8) 
è 2k | mg — kv? 
Se putea integra și definit: —— 
(s e (medo Loma Mg a kt 
J mg — kv? 2k mg 
Introducind în (8) pe X din (4), obţinem: l 
RCM mE (9) 
2g 1 — 92/02 


»* 1.2.150. Viteza limită de cădere liberă se atinge cînd forţele se 
echilibrează. si acceleraţia devine zero: 


mg — ke? = 0, k = mg[e?. (1) 
a) La urcare: d 
do 
—mg — kv? = m—- 2 
g 3 (2) 
Avi * 

0 

aSo 

T- 

mgt mg 
go 


a gram b 


Separăm variabilele si integrăm : 


dis măv m do 
mg + ho? k mg[k + v? : 
E t A do „ej CERDO 
mg[k + v? g e? + v? g [2 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 
=0, v=: 
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0—-— jag (v0) + 0, 0= £ arctg(vole), 
g 


iz c ha PR arctg”) à (3) 
g e e % 
Am putea integra si definit (limitele de integrare se cerespund) : 
Li v 
E mune 2 do: ees arctg 2 Es (arcte * eie. arctg J : 
g civi g 6i g 


0 
Punind in 3) v = 0 (condiţia de oprire la înălţimea maximă), obţinem 
timpul de urcare: 
îm = S arctg 2. ; . (4) 
g c * 

Mai departe, am putea în principiu rezolva (3) v = v(t) si continua inte- 
grarea : dy = vdt, pentru a obţine y = y(t). dar în cazul nostru este mai 

simplu de aflat y = y(v). Pentru aceasta inmulfim ecuaţia (2) cu dy: 


àv d 
—(mg + ko2)dy = m dy = mvdv, ( = = UE 


(Aceasta este de fapt forma diferenţială a teoremei variaţiei energiei 
cinetice; dL = Fdy = dE, = mvdv). Separăm variabilele si integrám : 


dy = —movdv m d(v?) 1 e d(v?) 
- d e id BE A. , 
mg + kv? 2k mg|k + v? 2g + 
; 1 d(v?) 1 
dy = y = => e \———- = —-—cln(e? + v?) + €" 
y 27 i m 2g (e? + v?) + 05, 


unde constanta de integrare C€' se determină din condiţia iniţială : 
la t= 0, v = v» po 


02—— AE ln(e? + $$).3- 0, € = — La In(c? + v), 
2g 2g ; 
-Y = ES 021 "d ew LN f (5) 
2g ra + $5 
Se putea integra $i definit (limitele de integrare se corespund) : 
: 2 
PET dg d(v?2) -imn Tor 
2g e po 2g e? J- 28 


Punind in (5) v. = 0 (condiţia de oprire la înălțimea maximă), găsim 
înălțimea maximă la care urcă corpul: 


fam E c? In(1 + 23/62). (6) 
2 
b) La coborire: 
mg — kv? — m. (7) 
SES li 
Separăm variabilele si integrăm : 
mdv m do 1 do 
di = = => e 


mg— kv Ok mg — v? g wt " 
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Amintim integrala : 
dr 1 a>r 1 
E a | eee (8) 
a — a 2u å a&a— x a a 
unde „argument tangenta hiperbolici", argth w/a, este funcția inversă 
„tangentei hiperbolice” 


th Æ = (en — e-2/2) ; (e7/* 4- e-*/^) = sh £o. 
a a a 
Atunci integrala noastră devine : 
dic din i de S argth Z- + C, 
4 02 — 92 g c 


unde constanta de integrare se determină din condiţia, iniţială : la t = 0, 
v = 0, atunci rezultă C = 0, (argth 0 = 0): 


^ A t 
= argth z , v=cth d. (3) 
g c c 
Se putea integra si definit : 
NE". 
= — argth 
ch g c 


Continuăm integrarea pentru a găsi y = x(t) : 
t 
dz = vdt =c- th 9 at, TE = g == mac 
n 
Amintim integrala : 


o az da = £ Inch az, (10) 
a 


atunci integrala noastră NI 3 


g= fas th — b dies la Inch Je +0", 
c g c 

unde constanta de integrare C’ se determină din condiția inițială : 
pentru t = 0, z = 0, (ch 0 = 1, In 1 = 0), rezultă ©’ = 0: 


a = 2 c? Inch £. (11) 
g e 
Se putea integra si definit : 
x t 
t 
Ves m = dez dt — A e Inch % = ES e? Inch JE 
Md g € jo g c 


Timpul de coborire se poate obține din (11) punind condiția z=h (6): 


hm = le In(1 + v/e?) = ES c2 Inch 9 , 
2g g c 
VI F e? = en f , € = C argch VI F de. (12) 
g 
Amintim formula : 


argch z = + In(z + Vs? — 1), e >1, 


U 
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astfel încît (12) se mai poate scrie astfel ; 


€ -T E T E e 3 . 21.3 j 
e = -i argh VT E câte? = = MYTE dije — vole). (13) 
fj 
Viteza cu care corpul ajunge jos s-ar putea găsi in principiu intro- 
ducind pe (13) in (9). Dar preferim să găsim œ= x(v) astfel: 
Înmulţim ecuaţia (7) cu da: 
> do 
(mg — he?)da = m- dg = mrdr, 
dt 
(aceasta este forma diferenţială a teoremei variaţiei energiei cinetice : 
: Pda = dE, = mede). Sepaăm variabilele și integrám : 


PS — 0? 1 xe 
dguo 8 00 omo die a, C72 - 
mg — ke”? 2k mgjk— e? 2g 
1 —r2 N 
de = g = —— e? Pre GENES : c? ln(e? — v?) + C, 
2y je-—c 2g 


unde constanta de integrare C se determină din condiţia iniţială : 


i | a D 
la t = 0, avem g = 0, v = 0, deci 0 = — — e ln è + 0,0 = 
2g 
c? c " 2 $ 
s=; M-p P= el ea). 


2g o= 
Se putea integra si definit : 


x v 
dkeaest E Pu c. 
2g ) e? — e? 2g e? 
[U 0 
Dacă punem in (14) æ = hm (6) obţinem v: 
in 3c n 
y? = ea — e (04 (le ) = e( T v = —, 
L oce?) — 1l ove 
L -üxgais cie. (15) 
xx 12.151. a) F cosa — a(mg — F sina) — ke = ma- m E . (1) 
Viteza limită, maximă posibilă, se obţine cînd forfele isi fac echilibru 
(atunci în membrul diept a = e =0 gi r=c 
€ 
1 : 
gm y [F cosa — u(mg — F sin a)]. : (2) 
b) Folosind (2) putem scrie (1) astfel : 
de 
ke — ke = m —- 3 
dt (5) 
Separăm variabilele si integrám : 
dt = e diuo i. ?! ün(e — v) + C), 
ke—v k Je—v k 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la 
i= 0 avem r=0:0=me+ 0, 0= me, 
t = mee mene 0a ES c(1 — e-"m), (4) 
k € k. Gmt 
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Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 


Lă v 
imna A 89.0. mque 
k Je—v k c 
[uU 0 


Se vede din (4) că viteza limită e se obține teoretic pentru t — co. 
Continuăm integrarea : 
cn 


da = vdt, LE Ze pi e e ein) = et + " emp t. 


unde constanta de integrare €' se obţine din condiţia iniţială: la t = 0 


avem c = 0, y — 0: 0-7 C, C=, 

a = ct pon (e-*" — 1). (5) 
Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 

a t 
" JE a pese 
dz = g = \ c(1 — e”) dt = ct + c e-tum | . 
k o 
"1 9 a id "A 

Dacă introducem î(4) in a(5) găsim : 

PO. (m o =h (6) 

k c P c 


Această ecuație se poate obține printr-o integrare directă, inmultind 
ecuaţia (3) cu de = vdt: 


k(e — v)dz = ma vdt = mv dv, 
dt 


(aceasta este de fapt forma diferențială a teoremei variației energiei cine- 
tice: dL = Pda = dE, = mvdv), 
mrd mvov—cec-cc 
dz = = a - dr, 
k(e — v) k c— v 


m 
= [—v — c ln(e — v) 4- C”), 
unde constanta de integrare €" se determină din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem v = 0: 0 = —cln e + C^, €" =e ln c. 
Cc 
æ= | —e+celn e (6) 
k €—v 

Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund): 


x v 


LE msg W 1+- £ ar NL ( Gut cm. 
k € — 9, k e 
0 ü 


** 1.2.1532. Fie r —! distanţa cu care intră pe asfalt frontul 
saniei. Atunci forța de DENM 


F; = umg ~ 1 ka, k c , (1) 
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iar ecuatia principiului II al mecanicii dá : 


g dr A 
m ha = ma = m— = mă 2 
77 ai , (2) 
P k zo, Mi n ' 
f -L-— g = 0 sau ï + = g = 0 sau d + eo?r — 0, 
m l 
o = Vagi = Vifm. à) 


Am obţinut binecunoscuta ecuaţie diferenţială a oscilatorului armonie 
a cărei soluţie este: 

z = Asin(ol + x), (4) 
unde constantele de integrare A — amplitudinea si x — faza iniţială 
se determină din condiţiile initiale. 

O cale mai fizică de a găsi soluţia ecuaţiei (3) este următoarea. Înmul- 


fim ambii membri ai ecuaţiei cu 2 — = 2x: 
dt 
2 dă + oa = 0 sau (22) + oa?) = 0 


d; d d. 
sau — (22 + œ? — (x?) = 0 sau — (x? 292) = 0 
dt e a 3 "m d d 


ceea ce înseamnă (prin integrare) că 
m 1 e 1 d s 
4? + w?x? = const sau — mr? + e ka? — E — const, (5) 
2 < 


(k = mo, E = E. + E»), 


deci această primă integrală reprezintă legea conservării energiei; cons- 
tanta de integrare din (5) este chiar energia care se conservă. Scoatem 
viteza din (3) si continuăm integrarea : 


v = J2E[m — kem = 3 , de unde dt — 
at 


V2E) 


1 
dz 

dt = t—t - 

| ° | J2E[m — cta? 

Dn 0 


z= A VaEjmsin olt — t9) = A sin (ot + a), (s = E ja. (6) 


[5] 


Revenim la problema noastrá. Constanta « din (4) se determiná din con- 
difia iniţială : la t == 0 avem æ = 0, deci « = 0; x = A sin ot. 
Viteza este 
v = 4 = wå cosot. (1) 
Constanta A se determină din condiţia inițială : la 4 = 0 avem v = vo: 
v = vA, A = v/o, atunci 
l x 
v = COS ot, d = — bosinol, x <l. (8) 
E 
Condiţia de oprire si timpul pînă la oprire : 


z T]/T (un sfert de 
ag? »perioadá"), (9) 


v = 0 = eQcosot, at = 
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dacă distanţa pînă la oprire £m € l: 


to. Vo l deis ră A 
Lm = Sin oc Co xl, adică ! 2 — (10) 
m e ag C m 
Dacă însă coco >l, adică l < r/(ug), atunci calculăm timpul /^ si viteza 
o cind sania intră complet pe asfalt: a =l: 


i 1 
l =— ve, sin ot’, t = 2 aen — il 
o to o; [o] ug to ( ) 
v' = oost = v VL — wHo Ya ol =Y — ugl. (12) 
De aici încolo sania lunecá uniform încetinit cu acceleraţia a = — ug, 
deci timpul suplimentar si distanța suplimentară parcursă : 
v v l yz t? 
ta = —— => =å ugl, Em ; 
a H ag 2a 
4 1 2 
= = I (6 — ug. (3) 
2ug 


Timpul total si distanța totalà piná la = vor fi atunci în acest caz: 


T = B -arcsin LET La AU -vā — agl, 


Vo 
18 
L=- JŽ vgl), dacă L« ^, (14) 
ug 
**  1.2.153. Poe A a) 
Separăm variabilele si integrám : 
at = . mav (a=: _ m do m - 6, 
kv? k Jv? 2ko? 
unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la t = 0 avem v = "ej rezultă 0 = — ka 
t= D (1/v? —1/0$), v? = 1 : (1/8 + 2kt/m). (2) 
Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
t v v 
Tado 
deian Al do: m 1| — else 1 
k Jv? 2k v? 2k Vo? d 


9 
Continuăm integrarea : 
dt 
da = edt, V dx = v = \ edt = = == Vi + 2kt[m + 0", 
Vin + 2kt/m 
unde constanta de integrare se determină din pa inițială: la 


t= 0 avem x — 0: 0 — m pen + 0%, © = — mire), 
wm x ™ Vig ră + 2ktjm 1/9). (3) 
Se putea integra și i (limitele de integrare se corespund) : 
: 
dz = ub X htm. 
lje? + 2kt'm k | 
IU IV 0 
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Introducem (2) în a(3): 
m , 
a = — (v — 1lft,). (4) 
k 
Putem obţine această ecuaţie prin integrare directă inmultind ambii 
membri ai ecuaţiei fundamentale (1) cu dz = vdt : ; 
: de 
— kvr?dz = m — rdt = mrdr. 
. dt 
Separăm variabilele si integrám : 


Der OE E ps zl E CTS 


kr? k E 
unde constanta de integrare C" se determină din condiţia iniţială : 
la £- 0 avem t= v, si -0:0— Ag c”, 0” == — m 4 
kto keo 
m 
= A (te — 1/0) 
Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 
x v v 
| m 1 
az == € tj m:i ) 
! v Elo t 
0 To to 
Punem în (4) condiţia la margine: æ = k, v = v : 
m m » x " 
he he — dfe» T ki (L — Leo) (5) 
pe care o introducem în timpul 1(2) : 
1 2 , 
t— Re — Me) : (uv! — Mu). (6) 


Timpul de traversare cerut se obţine de aici punind y = v : 
7 = x hie? — 1/e2) : (fo — 1/0) = E h(l 4- 1/v) = 1,67 ms. (7) 


** 12.154. a) Luăm un element de fir de lungime ds, care subintinde 
un unghi la centru infinit mic d0. Cele două tensiuni de la capetele sale 
diferă infinit de puţin între ele (considerăm T,2-7", dT < 0), de aceea 
rezultanta lor este la limită (Vd. figura): 


fiy. T2152 


134 


" 
his 29 = 2p. 85 = T40, a) 


9 


2 2 
această rezultantă reprezintă forţa de apăsare normală. În cazul lunecárii 
forța de frecare la lunecare pentru elementul ds considerat va fi: 

dF; = paN = uTd0. (2) 
La limita lunecárii (cînd firul este gata-gata să lunece sau chiar a pornit 
să lunece infinit de puţin) acceleraţia este încă zero sj avem încă satisfá- 
cută condiţia de echilibru pe direcţia tangenţială : 


dT = — AF, = — aTh. 
Separăm variabilele si integrăm : 
T pi 
E a cade NE eco i a 2 ai. 
T T 


unde constanta de integrare se determină din condiția la margine : 
pentru 0 = 0 avem T = Ta(# 0): In 7, = C, 
m 


lu — = — u0, T = Toe, (9 < a). (3) 
Se putea integra si definit (limitele se corespund) : 
T 0 
es —pMd6 In T ea 40, T = Pe. 
T T, 


To tje . . H 
b) Punind în (3) condiţia 0 = a, găsim raportul tensiunilor de la capete 
la limită in momentul lunecării : 
T= ppe, DTD uen, - (4) 
c) Condiţia de lunecare este evident (4) în care tensiunile sint greutățile 
respective : 


m, /M, 2 e?r+ Dmu, (5) 

mig — T, =m, T, — mg = ma, T, = Deta, (6) 
a = g[m;[mg — e?*12] : [m/m + enm] (7) 

T, = T etim, T, = 2mjg : [m/m + enm], (8) 


T,—T 2imgg [e?"* iu — 1]: [ma + een*ma]. (9) 
**  1.2.155. Pentru un corp cu masa variabilă avem ecuația (T. V. Mescerski 
1897): 


n „dm 
= ma, unde F, = îm A (1) 
Li 


(faţă de corp) deexpul- 


unde F', este forța reactivă si fre, — viteza relati 
zare a masei. 
În cazul nostru, F = 0: 


4. dm . dă z . dm 
Č rej — — ma m ,; d) = 0.——, 
dt dt m 
v m 
2s "m za 2 
dă = ù = \ Prei IM Be, În Al Grey ln za . (2) 
m mo m 


0 mg 
Viteza rachetei este opusă vitezei de expulzare a gazelor. Cind masa 
rachetei se reduce la jumătate, viteza atinsă de rachetă va fi: 


] $ — — Õe ln 2 = — 0,693 $,, = —0,7 Era. 
Abia cînd masa rachetei se reduce de e ori viteza devine 5 = — fra. 
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** 1.2.156. Pentru un corp cu masa variabilă avem ecuaţia (I.V. Mes- 
cerski 1897): 


+ E, = mă, F, = 9. a: — forţa reactivă. (1) 
r 
În cazul nostru : 
E . dm dă E _ dm fa 
mg Ur =m sau g dt + fra E di. (2) 
dt dt m 
Integrüm : 
v t m 
: CT T a dm - A 
ju FD to X dt 4 trei “m = g t+ tra ln A, 
m mo 
D d ma 
= Bo + Z t — Üre În (mom). (3) 
În cazul lansării rachetei pe verticală din repaus, avem : 
v = [vrem] In (m/m) — gt. (4) 
Jondiția de desprindere de Pămînt : 
A ! dm | | dm | dm m 
P, > Mog, | tra PS > mog sau D = i |= y Lo. 
| 


at dt ^ esl 


Li 4 
unde D este debitul de ejectare a gazelor. 


** 12,157. a) Ecuația mişcării unui corp cu masa variabilă este (LV. 
Mescerski 1897): 


L + F, = má, P, = 5 — forța reactivă. a) 
În cazul nostru P — 0: 
. dm = dé 
Ürer = mă = m—. (2) 
dt 


Proiectăm această ecuație pe direcția de mişcare a navei (pe direcția 
vitezei ? si pe direcția transversală, perpendiculară pe direcția de miş- 
care a navei (pe direcţia normală pe viteza navei), în sensul spre centrul 
de curbură : 


dr 
0 = ma, =m — , 3 
" zT (3) 
dm v 
— tr — = Man = m. 4 
"dt 4 R e 
Din prima ecuaţie rezultă v —|?| = const = vo, adică viteza navei rămîne 
constantă in modul. Pe de altă parte (vd. figura): 
= SER. | dé| 
dă] = 2c sin 40 = v 00, dð = 22d $ 
2 v 
Luind modulul eeuatiei (2) avem 
|z dm | : P dm ih jd? | 
|" a | "ar at^ 
asttel încît ecuaţia (4) devine: 
dm mv? si Id? | 
" = 
"d R a? 
deci do lidè | Tre dM Tre dm i 
v v m vo m 


Integrám (limitele de integrare se corespund): 


D m 
ao 0 = tre ( dm trea p a p, (5) 
to] m vo mo čo m 
Se poate integra și nedefinit : 
t dm ü 
dð = 6 zx = mL (In m + €), 
lo m ro 
unde constanta de integrare C se determină din condiţia iniţială : 
la 6 = 0 avem m = mo: 0V=Inmo+ €, € = In mo, deci 
l 
= — vre, În (mm). (5) 
vo 
Din ecuația (4) rezultă prin separarea variabilelor : 
dm v? 1 n 
23 dt — E dt, 
m traf Rtr 
care integrată dă: 
m t 
dm " n 1 
= — ră at, In — = — ret, 
m Jom mo Htm 
mo ó 
1 zi 
m — my, exp 4—- rol. (6) 
Rire 
Be poate integra si nedefinit : 
(dm a nde bk 
p - = mm=— w \ dt = — t + C; 
m trer trer 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la t = 0 avem m = mp: ln m, = C, deci 


Fig. 12 45TR 1 


fin 12.492 
Misearea eireulará 
1.2.158. vc = 2v, sin ef, temaz = 2 el = 10,0 m/s, ac, = 202 = 
= 50 m/s?. 
12.159. Perioada T din enunţ este față de stelele ,fixe". Pămintul 
are o mișcare de revoluţie în jurul Soarelui de 365 zile, deaceea trecerea 
Soarelui la meridian „intirzie” cu T/365: 


T = 28 h 56 min 4 s( 1+ -i> ) = 24 h. 
365 


137 


x 


N 
Y 
w 
di 
"p 
(Cop 
Cr 


Fig t IIIR A 1280F 


1.2.160. T = 7,73: (1, + T,) = 117 zile terestre. 

1.2.161. Un cere orizontal. La solstițiul de vară (iarnă) cercul este 
la înălțimea unghiulară de 23730' deasupra (dedesubtul) orizontului, 
iar la echinoctiu cercul este chiar la orizont. 

1.2.162. La echinoctiu : un semicerc cu înălțimea unghiulară maximă 
30 deasupra sudului. La solstițiul de vară: un cere care atinge 
nord si are înălțimea unghiulară de 47° deasupra sudului: 


de ` 
orizontul la 


12.163. tgz = [mo?rsing]: [mg—m o?rcoso] z — e*t sin 29, v = 


2 


2g 
x A 1 ? 
= R sine x sin 22, away Z — oR? = 10 km, (o = 2x/T). 
29 2g 
N 
A N 
N; 
' I " 
N 
N 
N 
à 
Fh AIR Ap. 12548 
a T ur : 
1.2164. t = T- z — Vu = 12,8 min. 
*). Pme 


- TT: (T— T) = 30,33 zile. b) În T, steaua se 
756 0 
25.30,24—22-—— ; 


;— = 
25 2r 


1.2.165. a) T, 


deplasează față de planetă cu 0 = (o,—o)7, - 


m " A ; x TP E e " : 
= — = număr raţional, atunci T; = NT, = 758,25 zile si eclipsa se 


produce la intervale T; în cele N puncte de pe ecuator. 


d ~ " s* 
EC cicer eas 
- : i l 
| po ^! I 
Ja,-o' 3 ` I 
Fig-1 24557 £257 f 
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1.266. [Ijb] =n = t - nb[2) = 1,67 s. 


1.2.4167. R = -5,6 m, Q -= (eo. — oj)ril = 


= 0,25 rad/s. 
: 1 D 
(*) 1.2.1698. h — sin0 -+ se cos?0 == I(0), - N (1) 
29 
h este funcție de 0. Condiția de extremum este anularea derivatei 


f(0): 


(0) =} cosh — Es v? cos0 sin -- 0, (2) 
SES g 
de unde cos — 0, 0 = 4 90°, h == «I (3) 


$i piatra pleacă orizontal, înălţimea find minimă (soluţie banală). Cea- 
laltă soluţie (dacă x? > lg) : 

sin 0 = dg] i*-—.gi(4z*n*l) = 0,248; 0 == 14°22, (4) 
dă înălțimea maximă: ^ 


fig 12:68R. d E Fig 12172R 
hus = 29 (202) + c242g) — 2,2 m. (5) 
Soluţia (4) se poate Pn şi elementar, fără derivate. In adevăr : 
h = l sing pr — sin20) = i(sind) (1) 
2g 


este o funcţie pătratică in sin0 (graficul este o parabolă) care are un mazim 
(a = — 22/(29) < 0) pentru 


sino = [ b ] = : . (4) 
2a 2[ — v*/(29)] 
Or, sinusul este monoton crescător cu unghiul 0 în primul cadran. 
Cazurile extreme („marginale”) 0 = + 90° se studiază direct. 
1.2.169. SN de ^ 


u ZR 


1.2.1706. n —— Vo uR) = 0,80 rot/s. 

LIST. o >V m aj MER) = = 2,0 raá/s. 

1.2.172. «usx = 0, tuae = Vale - vs 

1.2.173. TOR) —2,0m ut is Sp. 7,4 m/s?, 
1.2.174 ^uax(1l F v?/(gR)) = 0. resp. 30 kN. 
Le. E n sin Hi Tmax == 10 m/s. 


Fig 12.758 
1.2.176. u>(9R + vtga) : (gRtga — v?) = 0,38. 


mg Fig 12T6R Fig. 12.177R 


1.2.177. ig(x + 9) = thar/(Rg) = 0,5774, o — 10; gRtg(x — 9) = 
= thm, Pata = 11 m/s. 


=== l 
12.178. Cass : Cmax = tel (o + B): tgp = yz (u -FtgB) : (1 — utgp)= 
1,15. 


1 


M 


a Fig 12108 5 
1.2.179. cos0 = g[(o*R), a) 0 = 0, b) 0 = 60^, h = R(1 — cos0)— 
— 19,6 cm. 


Hj LR 
1.180. R =Po = 0,79 m, dacă o> Vgl, altfel R = 0. 


1.2491. T, = T,/(g cosas) : [(g—a) cosa] = 1,19 s. 
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1.2.1482. N = |/2gh : (2zv) = 3 rot. 
1.2.4183. N = 4z'ümM : [(m + M)T?] = 4,0 kN. 


4 
1.2.1984. n, E Vg : VUF rj — (R +TP = 0,56 rot/s. 
T 


Fipthtiep . 
Pg. 12.185R 


1.2.185. tmn = VJR : sing = 4,9 m/s, pentru « — s. 
1.2.186. o = IE cos — cos F ) s [ar m) cos E] 1,42 rad/s. 
2 i 2] 


1.2.187. v, = (1/cosa)/ Rgsin («— 2) : cosp = 0,23 m/s. 
1.2.188. i = mtga/R = 1-:10-? kg/m. 


4 
1.2.189. vmx = pg : VIRE Ijas — 4. 
8 


4 
1.2490. o, = VJR : VIF Ife) = 14,6 m/s. 


Fig. 2100 Enor Lec Fig. 12928 
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1.2491. T = 2zal/L : Vg -—- mam) = 12,56 s. BS 
1.2.192. At' = Ac: (Nc/AD? — 4R? = 0,1178, R' = ĝAtjAv = 80m. 


4 
1.2.93. v = Y Rl u?g? — È = 17 m/s, P = maw = 11 kN. 
1.2.194. T = masin?a : [l cost («—82)] = 250 N. 


L 
Fg th THER 
T P. 


1.2.195. N? = (mg)? -+ (mw R)* + 2mg: (mi| R) cos, e = 4Rsin 9. £ 


1.2.196. o? > getga : (D/2 + htga), deci (h > 0) n > z V3gcigajD— 
2n 


2 
Fig, 121868 Fig 121R 


1.2.4197. cos = g: [iz?n? (R—r), 0 = 60°, (0 = 0 — poziţie ins- 
tabili). 
(*) 1.2.198. Considerăm un element de masă dm al lántisorului care sub- 
întinde un unghi la centru elementar d6 (în radiani). Lántisorul fiind 


ă N : dm dð : ” T 
uniform $i omogen avem — = us Asupra elementului de masá dm 
` m 2r- 


acţionează următoarele forte: dm: — greutatea vertical în jos, AN — 
reacţiunea normală a conului, și cele două tensiuni 7 de la capete. Com- 
punem întîi cele două tensiuni : conform figurii rezultanta lor este 
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Fig. 12,88R A 


2T sin AO = erst? : - . E (1) 
Dar r g 
mg —1cind r0, , » 1." (2) 
LÀ 
deci sin 2 I = 1 deoarece este limita lui sin a $ 3 cina 2o > 


— 0 sau altfel spus totdeauna sin dz = dz dacă dæ este infinit mic 
(în radiani). Prin urmare, rezultanta este Td0. 

Merită reținut acest rezultat fiindcă va interveni si in alte probleme. 
Elementul dm avînd o mişcare circulară uniformă, accelerația sa este 
centripetă, deci ecuațiile mişcării pe direcția verticală si pe direcția radială, 
centripetă, sînt: 


dN sina — dm g = 0, Td6 — AN cosa = dm- œR. (3) 
S Lo. QR uu i ia T 
3 N,g : 
Înlocuind d0 = 2z şi eliminind dV, găsim 
m 
T= ge 2g) 180 N 
= ZU ele aro t) = 1,30 N. (1) 


Problema se poate rezolva si ă a folosi diferențiale, ci judecind cu 
variaţii foarte mici care d (tind) către zero : Am, A0 xi cunoscind 
faptul că pentru unghiuri mici a < 6” avem binecunoscuta aproximaţie : 
sina « (în radiani), care este cu atit mai precisă cu cit a este mai mic, 
adică sing — a cînd a > 0 (adică la limită sin « = a). 


a0 


1.2.199. T, = (mo?R cos B + mg sin B) : sin(x- B), T. —(mo*Icosz — 
— mg sin a) :sin(x-- B), dacă ol/gtgz/R). a) Dacă B<a, atunci 
T, > T, şi se rupe intii firul superior. b) Dacă 8 > a, pentru o} = 


i x (sina + sing) : (cos a — cosg) avem T, = T, = T, = mg : (cos a — 


— cos B), după care T, > T,. Pentru T, < T, se rupe intii firul superior, 
pentru T, > T, cel inferior. 
1.2.200. Ni; = mg cos ọ cos (x + c) : sin2« = 4,73 N, resp, 8,2 N. 
1.2.201. «c = Vtg (x + 9) :tg 9 = 1, 2. 


T 
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1.22902. v = VRR, = 20 m/s, u = (Rg) = 0245, a = 9 = 


= 1346, tg a' = ET ER at 1191. 
1. 2.303. ag e quM = = 0,10 m/s?, u > l/(2R) = 0,010. 


1.3.9204. u = 1 gyi -- l/(4s?) = 0,20. 
g 
1.2.205. u = (g — a tg 2) : (a + g tg a) = 0,33. 


1.2.206. 0 = ọ = 30°, F, = mg sin 9 = 294 N. 
1.2.207. a, = g sin? a(m, -E ma) : (m, + m, sin? a) = 9,0 m/s?. 


Pip I220R 


ax 1.2.208. a, = v?/R, v = VRA F Bi OB), 
a, = =2 =\R(B + 20t) : [2V4 F Bt 4- 0È), 


ds = vdt, |as =8 = fra = 


= brava F Bt Oe dt = vaze -- 201)/ A F Bt 4 CE -+ 


440 — B dt | 
8C VA + B c6 
unde ultima integralá are expresii diferite dupá semnul lui C si al dis- 
criminantului, de exraplu ui €C-—0 s D = B? — 4AC >00: 


dt B --20t 
T — MÀ t. 
liz TUTO =j yea je z g tm 
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* 12.209. v è = 3e, t = Voro, 


a = Z = ò = 6d = 6d tB) = 2/30 = 6,0 m/s2. 
dð 
e 12210, o =F = Ù = O = b — et, a) 
o = 0 = b — et?, tm = Vol3e), 2 
(3) 
(4) 
(5) 
vx ADA i 225. N . du a uH. 
dt dt dt 
n oh o? i 
tg8 = — = —- = —- nu depinde de R. (1) 
a, zi € 
f t 
e= la is = sdfde = o = edt= UE. == SEA +C, 
dt (t + ey? ti-e 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la t = 0 avem w = 0: 0=—— + C, 0 = bje, 
c 
o= ELA (2) 
e(t + c) 


mg 
Hy 1227328 


Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
o t t t 
( bat 
do = o —| eat | q -= — b m b i. 
i t+ e): tel tre! c 


0 


10 — c; 76 


Introducind in (1) găsim: 


tgp = (3) 
* 1.2212. a) Volunul de bandă înfășurată în timpul t este 
(R? — Rê)b = bhvy, de unde 
a) 
(2) 
(3) 
à ues Me 
hes :|[ Hio + — heat . (4) 
T 
momentul cinetic L = Io = f(r) 
(I — momentul de inerție) şi momentul aplicat M = E 
€ 


(*) 1.2.213. Să caleulám acceleraţia pentru un unghi de deviaţie 0 oare- 


m 


a!- g^ P ros 8) 


| 
i 
! 
i 
| 
i 
| 
L 


" — - 
2 23% 4125" a536 I° oc 
o 
F - Lo i” ; 
i a 4f 3 E Orosa 
E ^ 3$ 
c 


care. Proiectăm ecuația mă = mg + T pe direcţia tangenţială si cea 
radială (normală) spre centru : : 


ma, = mgsin0, ma, = mijl = T — mg cos. (1) 
Ecuația de conservare a energiei dă : 


l 
mgh = mg(l cos0 — l cosx) - mr? = 5 Man, (2) 
de unde acceleraţia totală : 
a? = a} + a; = g*(9 cos?0 — 8 cos «cos + 4 cos? g -+ 1) = g? f (cos0). (3) 
Problema se reduce la studiul funcției pátratice in cos0, pe intervalul 
(cosg, cos0 = 1). 
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Reamintim cá o funcţie pătratică f(s) = ax? + bx + c se reprezintă 
printr-o parabolă care are un extremum pentru 
Xm = — b[(2a), fm = — (b? — 4ac) : (4a), (4) 
minim, dacă a > 0. Acest rezultat se obţine si cu ajutorul derivatelor. 
Extremul are loe acolo unde se anuleazá derivata : 
t(x) = ag + b = 0, 8m bj((2a) f'(x) = 2a, sgn f" = sgn a. 
În cazul nostru (x = cos0) : 


" 4 
f'(cos0) = 6 cos — S cosg = 0, Cosm = — cosa, 
n H E] DI 

4 
dd = pl 1 — costa a), f'(cos0) = 6 > 0. (5) 
2 
Deci există un minim dacă (vd. figura) : 


4 
COS Om = ON a 1, a E an are cos = = 41?25', 


i (6) 
d = ef 1— d costa) >0. 
Să caleulüra acceleraţiile de la capetele intervalului : 
020: ap = 2g (1—c0sa), (normală), " 
0 — +ga: ae =g sina, (tangentiali). (7 
Raportul acestor accelerafii : 
d — 9 tg > Qo = Qe pentru a, = 2 arctg 1 = 588’, 
[^ 2 2 
pentru a < ge > lo < tte, i (8) 
pentru g > ge — ao > Qe. 
Intervalul «€(0, 7/2) se împarte astfel in 3 subintervale : 
a) a « am = 4129, ddieă cosă = Z, (sin a < V74). (9) 
În acest caz nu există minimul dm si ay < ae, prin urmare 
a in 1 7 
p 8mm — de sina să zs r 1,32, T 
amm, do — 2(l — eosa) otp% 2 (0) 
BD. 


d » h x 
tg- Fi EC dacá n> + = 1,32, atunci a< am = 41°25, (11) 


æ scade monoton cu creşterea lui n. 


" 3 3 
b) « € (as, ae) sau ae (41%25', 538^), adică cosa e (5: x (12) 
` D 
În acest caz există a, = a, $i amar = te, prin urmare: 
TE INE n aan DEEE «( t aaa, LEY ) 
Wu có | costa V13 (13) 
3 
sina — —— ; scade monoton cu creşterea lui n. 
V4n?=3 
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€) a > a = 538 sau cosa < i i (14) 


În acest caz există am = amin ȘI G4, = o, prin urmare : 


a [M ao 2(1— cosa) . 
Amin Am J- E COS?x (15) 
3 
Aici n scade cu creşterea lui cosa (n creşte odată cu a), fiindcă derivata 
£ cosa — 1 
m'(cosa) = CE DE" UCET (16) 
( 1—— costa) 
3 
i e" ; 3 
este negativă pe intervalul considerat: cosa < * 
- 21 — 
cosa — 9 — nV 3D) an 
2(n? + 3) 
d) Prin urmare, n poate lua valorile 
4 
n > ~= = 1,11 18 
y (15) 
iar pentru 
n € (4/13, 2 (19) 


există două valori pentru amplitudine : una din ele e (284, a, = 53%), 
iar cealalta € («e = 538, n/2 = 90?) (vd. figura). 


s» 12:214 deni, esr = Bö; 
dt 


separăm variabilele şi integrám : 


do do 1 
dt = di=t — In(4 — B 0 
T A — Bo p* sr 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială ; la 1 = 0 
avem o = op: 0— — $ In(4 — Bo) + C, € a Boo), 
LABi a 4 -(5 eje. 
B A — Bo B B 


Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund): 
t 


I i | do —— T In — Bo d 
JA- Be B A—Ba, 


Viteza staţionară se obţine cînd e = const, deci e = & = 0, adică «e, = 
—. B. Dacă e, o, atunci roata se invirte accelerat, iar dacă wp > o 
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roata se va invirti încetinit, in ambele cazuri viteza (unghiulară) c, se 
atinge teoretic cînd t — oc. 


Cică Pio (2.2068 
ds : n 
* 13.215. v = ri $ = s'() = e A cos (ot + «), (1) 
d d. " ; 2 
a, = ER = de s = st) wA sin (ot + a) = — 0%. (2) 
An = > ad WA? cos? (ot + a), (3) 


Condiţia de extremum este anularea derivatei : 


se ~ 2 sin (ot+ a) * cos (ot4- x) —4(A?/R?) cos? (ot-- a) * e sin (ot4- x) —0, 
(4) 
de unde rezultă. 

sin (ot + a) = 0, deci cos (ot + a) = + 1 $i a = o?*A?/R, (8) 
cos (ct + a) = 0, deci sin (ot + a) = + 1 Și aq, = o?A4; (6) 

R : AB 

cos (ot + = + ~=, deci s = /A? — R*[2 

(o æ) AV D | [2, 

este posibil dacă R < AV2, atunci 

amin = o? AVI = R3[(14?). (1) 


Prima valoare (5) va fi un maxim dacă R < Al|/2, altfel va fi un minim 
(natura extremumului rezultă din variația semnului derivatei). 
Se poate proceda si altfel. Exprimăm accelerația prin arcui s: 


a = oÇ F (A* R. (8) 
Condiţia de extremum : 
E. 2s [1 — QA? — gt e 0, 
8 
de unde 
s = 0, a = o?A?]R ; (9) 
s = [AZ 2, amin = oA? — 2/1. (10) 
ex Tapie ctga = P e ERE. (1) 
s vIE 
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Separăm variabilele si integrám : 
? R i 
ctgadt = RE, (ets adt = n d , ctga: t= tE, (23) 
t v“ Y. 
unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la t= 0, v= 


role , 
EN - (3) 
R — Vot ctg a 
Se poate integra * definit (limitele de integrare se corespund) : 
t v 
p | 1 1 
ctgadt — RÈ, ctga- t = — R -|= — e ==>}. (4) 
e " to 
To vo 


x 1,2.217. Fie la un moment dat t lungimea firului æ. În acest moment 
firul este tangent la suprafaţa stilpului şi viteza bilei este perpendiculară 
pe fir, intrucit firul este inextensibil şi bila nu poate avea viteză pe direc- 
tia firului. Forța verticală de greutate a bilei este echilibrată de reacțiune: 
normală a planului orizontal, frecările sint neglijabile si deci rămîne 
numai forța de tensiune din fir, care este perpendiculară pe viteză, deci 
nu efectueză lucru mecanic si deci viteza nu se schimbă în modul. După 
un timp infinit mic dt, la momentul imediat următor t 4- at, lungimea 
liberă (neinfisurati) a firului va fi y — |da| = c -+ do, punetul de con- 
tact al firului se deplasează cu |dz| = RAO. Dacă ; este lungimea liberă 
a tirului, atunci variaţia sa da va fi negativă în procesul infásurárii firului. 
Pe de aită parte, la limită avem o mișcare instantanee infinitezimală, 
circulară, în jurul punctului de contact, cu raza x, deci ds = vdt == ad0. 
Dar —dæ = RU0, de unde eliminind d0 rezultă 


vdt == FLA di nda 
R ET 


care prin integrare dă (limitele de integrare se corespund) : 


, a) 


E = a (2) 
0 
Se poate integra si nedefinit : 
t=\ dt = SE E A = — 240. 
Ro Ro 2Rv 
‘Constanta de integrare se determină din condiția inițială i B 
0 = — Pj(2Rv) + C, € = I*(2Rv), deci 
2 — 2 
t= (2 
2Hv ) 


care ne dă timpul in care se infázoará orice porţiune / —,;. Punind l-a = 
= fl, rezultă ua cerut, precum si timpul total : 

= Dpf(2—f)(2Ro) si toa — P /(2 Rc). (3) 
sk 1.2.2918. iis rezultatele de la problema precedentá. Timpul de 
desfăşurare este egal cu cel de infüsurare : /2/(210). Dar mai trebuie adău- 
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gat timpul intermediar de trecere de la destásurare la infásurare, conform 
figurii: z//r. Deci timpul total cerut: 


T —8- QR) + afe = [= + zy 2,00 x, 
R Fy 


xx 1.2219, N cosa = me/R, N sinz — mg — 0, | (1) 
iss aN = mu =M du (2) 
adt. 
ae 
VA 
d 
Ya / A 
/ 
/ 
l 
Finit 


Din (1) rezultá _ 
N = mlg? $ HO, 
care introdus in (2) dá ecuația : 
lv , 
— unl g? F AR = me. (3) 
( 
Pentru a găsi s = s(r) înmulţim ecuaţia (3) cu ds = ed! : 
—— M le ds 
alg? 2 vU - ds ze Is — ede, [— — ve 
nr v ds d: rdi c] 
$ | g' 4 Í di Lat 
separăm variabilele si integrám : 


Itvdo Rd) 
Su ed ERR E RI 
ul geti 2 Vg à 
Amintim integrala : 3 
EM. = argsh Pod (æ + Va + a) t C, (4) 
Va: i a 


unde funcția „argument sinus hiperbolie" argsh a/a este funcţia inversă 
„sinusului hiperbolice” 
E l 7 
sh = = — (etf — e744). 
a z 
În cazul nostru obținem : 


Aa 
argsh HOt 


igi) + e, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t — 0, 
s=0şir=to: A Ww 


o R oan ou E m( & Lyra ege + C 


2u gn Pm gR 
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atunci 
s is 2 2p PE Ii 
— (args Toss argsh— )- EE trete, 
2u g gR 2u e p V pR? +o 
Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 


(5) 


diim, p2 mid: Ra 
|a s ZR dtr e argsh E ees 
24 J VPR + 2y "T3 
=R r? 2 : —— N 
= ln + V 1 + i(g2R2)]! = etc. 
2u bs y wilg ) | 
Punind in (5) condiţia s = 2z R si v = 0, obținem viteza iniţială necesară ; 
vo = ghRsh inu = gn (ef — e71»). (6) 
*  1.2.220. Pe direcţia radială, centripet, principiul II se scrie: 
F — mgeos0 = mi”/l, (1) 
pl 1 = lo A cos (ot + a) = + ll A? — 6, (2) 
( 
F = mgeos0 + mo*l(A? — 02) = mgeos [A sin (et + x)] + 
+ mo*LA?cos? (ot + a). (3) 
dsdm 
7 7 
ze 
a [4 


fig 12,220R 


Fipt2 0016 


(*) 1.2.221. Luăm un element de lanţ ds cu masa d», care subintinde 
un unghi la centru infinit mie d0, (ds = Rd6). Asupra elementului de 
lanț acţionează cele două tensiuni de la capetele sale care dau rezultanta 
centripetă (căci n = const): 

2T sin So = 2729 .. pag, 
(rezultat cunoscut). 
Atunci, lex secunda dă 


Tað = dme?R T ds œR T RAO trn? R = mnld0, 


T = mn’, 
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de unde rezultă 

n = V T. iml) = 100 rot/s. 
Putem judeca și fără diferenţiale, luind elemente foarte mici As, Am, 
A9, care descresc (tind) către zero si folosind enoscuta aproximaţie sina — 
> « (în radiani) cînd « > 0 (sin « & a pentru æ < 6^). 


Forte elastiee 


hm ef(sy)- 60m. 
E = EU(Y + \V1—E'/E”) =120 GPa, resp. 80 GPa. 
. à) c = pR/(2d), se sparge cel cu rază mai mare, b) Trebuie 


R = const, 
d 
(xx) 1.2.225. Aflăm accelerația : 
a = (F;—F,)/m. a) 
Pentru portiunea din dreapta a resortului avem : 
F,-T-Ta 4, (2) 


unde | este lungimea resortului. Înlocuind accelerația, găsim 
, T ip a q 
T(x) = — T (Fo). (3) 


Să găsim constanta elastică corespunzătoare unui element dz de resort. 
Amintim că mai multe resorturi de constante k, i = 1,2, ::-, legate în 
serie, dau un resort cu constanta elastică 1/k, = X 1/k,. Dacă resorturile 
sint identice, atunci: ke = k'[n, (k' — constanta unui resort). În cazul 
nostru considerăm resorturi elementare identice dz legate în serie şi care 


dau resortul nostru de lungime 1 și de constantă k, numărul lor fiind z 
deci k = "M Tensiunea din resort variază de-a lungul resortului şi 
asupra unui resort elementar dz luat în punctul z produce alungirea dată 
de: T(æ) = k'3(dz), 

sans T0) = qua 4 = [5 -2 (ri —r»)] (4) 
Sumăm aceste alungiri asupra tuturor elementelor dz, adică integrăm 
şi obținem alungirea totală a resortului : 


da 
MC 


dz E 1 l2 
Al F, — > (F, —F Fi F-—F p: 
V i Geta be a 
0 
H ; 1 p 
= z E HF) = k 9 (Fi + Fo), (5) 


ca și cum fiecare forță produce propria sa alungire = sau, altfel, alun- 


girea este produsă de forța — medie aritmetică a celor două forțe de la 
capete. Dacă forțele de la capetele resortului care îl întind sint egale, 
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obținem rezultatul binecunoscut din statică A = F/k, unde F este forţa 
de la un singur capăt, egală cu forţa de la celălalt capăt. 


, uuluuluul 
"a "T E 
Li Qd F i 
5 5 65 
Ay. 222570 fig. 1.2.226R 


Acelaşi rezultat se poate obţine elementar, judecind astfel: Conform 
formulei (3) tensiunea T(x) variază liniar de la F(x = 0) pină la P(x — l). 
Dacă impártim resortul într-un număr foarte mare de elemente cgale 
Ax, atunci fiecare element este alungit proportional cu tensiunea care 
domneste în locul unde se află elementul Az. Dacă tensiunea ar fi peste 
tot T = F, toate elementele Az s-ar alungi la fel si alungirea totală a 
resortului ar fi fost F;/k. Dacă tensiunea ar fi peste tot 7 = P, atunci 
aiungirea totală ar fi F,/k. Or, tensiunea variază liniar de la F, la F, si 
elementele Ax se alungesc proporțional cu tensiunea, deaceea putem con- 
sidera o tensiune — medie aritmetică, care produce deci alungirea totală 
a resortului datá de formula (5). 

(**) 1.2.226.. I, — Fa = (m + Ma Fi — T = ma, (1) 
de unde 


FMU + Fam 


T = (2) 
; Mm 
Conform problemei precedente resortul se va lungi cu 
Pi T , 
M = a - (3) 
și deci forţa arătată va fi 
"(2M + m) + Fam 
Ses Aba UN e P M PA) T e qi do dies 
2 2(M + m) 2(M-- imn) 
(1) 


Dacă masa resortului este neglijabilă (m = 0), dinamometrul indică 
forţa F = F,, atunci T va fi tot Pj. 
1.3.227. Dacă T,«2mg, atunci k = (T, — mg)/k. Dacă T, > 2mg, 


4 7] 2 
atunci n — PY [C — 1) + 1] = 5,0 cm. 
AS mg 


2h 


1.2.2208. lk = ng Tos ( 2 sin =) = 100 Nim. 
2 502 E 
1.2.229. -— = 0,5U m. 
k 

1.2230. k = [1 + fe — ejp- 182 Nm. 
(*) 1.2.23]. Sá considerăm un element de masă dm al inelului care sub- 
întinde un unghi la. centru d0 (în radiani), astfel încât 
; : .dm ___d0 ; ; 

ea ur BIA q 
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Să compunem cele două tensiuni care acționează asupra elementului : 
ua 09 sin(d0/2 - ( „sin(A0/2) , 
27 sin. Dar 2 = l fiind limita raportului — N J2) cînd 305 
2 d0/2 


d8 


> 0. Rezultă : 2T sin = T dð (rezultat cunoscut). Dealtfel, pentru 


Ey. 12,228 


Fig 1122378 


unghiuri « — 0, sin a se aproximeazá cu unghiul « (in rad) oricit de 
precis şi la limită putem înlocui sing cu a, adică putem scrie riguros : 
sin d0 = dð. 

Pe direcţia radială pentru elementul dm care se mișcă circular avem 


Tdo — dN = dm o, (2) 
iar pe direcţia transversală : m 
AF; = dm a, == dm eh. (3) 


Să considerăm acum momentul critic cind inelul este gata să lunece: 
în acest moment inelul încă se roteşte solidar cu cilindrul zi fiind la limita 
lunecării, forța de frecare devine dF; = udN. 

Sistemul devine: 


TA — AN — 00 ee, paN — 2 dos. (4) 


Eliminind pe dN si , ` 
T = RAI = k(2rR — lo), (5) 
găsim 
t= V (2xuT — mel) : (amR) == V Erak 2zR — lo) — MER] : (mR) = 
= 100 s. 
1.2.232. N = m cosa [kg — »* (mg + kl sina)] : (k—mo*cos?a) se 
anulează pentru o= kg: (mg + kl sina) = 120 rad?/s? < o°, , deci 


corpul se desprinde : 


x = mol : (k—mw?) = 29.4 cm; uis is Vkim = V300 rad/s, cind z-* œ. 
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Fg. 12243 


Fig.12.232R 


** 1.2.233. Să considerăm un element de masă dm situat la distanța æ 
de axa de rotație si avind lungimea dz. Acesta are o mişcare circulară 
uniformă deci rezultanta forțelor este centripetă si accelerația este cen- 
tripetă. Pe direcția radială (spre centru) avem : 


+ T — (T + dT) = dmo?zx, (1) 
dar 
dm = T dz, (2) 
rezultă 
dT = -T otada (3) 
și prin integrare (nedefinită) : 
T= (az = — | T otsas = — LE = — T ot Cae E 0) 


Constanta de integrare se determină din condiția la margine ca pentru 
œ =l să avem T — 0:0 = — T olp + C, astfel încît: 


T(a) = 3 mol? — a?). (4) 


Se poate integra $i definit, tinind seama că limitele de integrare trebuie 
să se corespundă: (x, T), (x =l, T = 0): 
0 1 


(or -—-M »*rcdo sau — T = 


x 


LL M oo 2 
oa = o2 a). 
2 


Reactiunea articulației : 
T(0)— — mail. (5) 
1.2.234. o = Vg: (ly cosa + mg/k) = 4,0 rad/s. 
(*) 1.2.235. Să considerăm un element de masă dm din fir, care subin- 


tinde un unghi la centru d0 (în rad). Acest element are o mişcare circulară 
uniformă deci forța rezultantă trebuie să fie centrpetă ca şi acceleraţia. 
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Oompunem cele douá tensiuni: 2T sin a = Td0 (rezultat cunoscut), 


deoarece (sa 7) š ES — 1, fiind limita cunoscută 


i 19 
lim SUCHA 
A650 — A0/2 


2x, 


| X 
E M" E: 
I: X 
iL--4--- 
4 == X 
uer NE? 
Wess eii 
T E, 
mr fin 122342 i 


Fiy 12235 


(atia spus, sm = 2. sinusul unu unghi mie Az— 0 se aproxi- 


meazá oricit de precis prin unghiul insusi in radiani |. 


Legea fundamentală pe direcţia radială se serie atunci: 


Pdl = dm o?R, dart = 28, (1) 
m 2n 
deci 
1 
T = — moh = k(2zR — lo ) (2) 
27 
de unde 
R = [lo/(27)]: [1 — me?/(4z?k)] = 32 em. (3) 
Firul se lungeste cu Ai = 2z R — lọ = 101 em. (4) 


v» 1.2.236. Aplicám teorema variaţiei energiei cinetice: 


s s s 


s 
1 5 1 " Toa , 
-mè — z mọ = L =\F dr = \ F;ds = \ mads = m\ ads, 
> < 

» `o o 
de unde rezultă formuia cerută. 
În cazul oscilatorului armonic : 


žo 3 


care dá legea de conservare a energiei : 


1 „2 1 . a H 2 1 pm — * 
Be + E, = g me + z ka? — = mts + 2 ke const. 
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**  1.2.237. Diferentiem legea mişcării : ds = nb"t"-! dv, 2G) 


dar ds = vdt, 
de unde, separind variabilele si integrind : | $ 
dt = nb^v"-*dv, (a = rentas (2) 
pnl 
t = nb” + C, dacă n £z 1. (3) 
Mo. 


Constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : la t = 0 avem 
s = 0 şi din legea mişcări 0 = b"v$e", vro = c/b : 
anl 


0 — nb" LO, 0 = =e 
(n—1)b"- 270 Ie n—l 
Rezultă f 
n=l 
t is 7 (pomi — be"), v = V (c/b) + (n—1)(nb"), n + 1. (4) 
n— 
Dacă 4» —1: 
b 
s = bv — €, ds = vdt = bdr, dt = EA dv, 
v 
t=b ln v+ C, 0 =b ln vo + C, vo — c[b, 
t =bn, v = ve” = L enn, (5) 
Uo b 
Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
; E pnl p 
Ww = \ nbron-2ao = nb" —— | = etc., ey = c/b, n 7 1, 
n—l | 


respectiv. pentru n= i: 


v 


E Prisc 


+s 1.2.2380. ds = vdt, integrüm 


5 D 


m m 
i i : i il r 
Su = | ds = | vdt = aria S de sub graficul vitezei = v Tim * vo, (aria 
0 
elipsei este z ab). a) 


Să stabilim legea mişcării. Din ecuația elipsei, cunoscind semiaxele, dedu- 
cem legea vitezei : 


"E t? — 
7 TE m l,v el UI, qe ; dz = vdt, 
vo ta dt 
x t 
r= | dz = ri TEJE, dt. (23) 
IU IU 


Amintim integrale : 


os dai = a 


aaa + a? aresin.- 
2 a 


gi 3 
JF (3) 
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Ín cazul nostru: 
Lt 


Li 
TTE RN E 1 | 
a = Ver Paar [= VE 2 Li a i 12 arcsin - 


m in 


t 


B 1 EET l n "END: $ - i 
tă (: -VEZE 4 > E arc sin) = — col IPB, + ă vol,arc sin — . 

m 2 2 2 2 ta 
Pentru t = fm regăsim z = Lm. is poate integra si nedefinit : 


x de x ip To YEE ai = E VEZ- ; arcsin) + €, 
îm 2 : 


- m 


m 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială :lat = 0 
avem x = 0; rezultă € = 0. 

xx 1.2.2329. a) Timpul de traversare a rîului = = b/ry. Deplasarea la 
vale la un moment dat t = y/vg : 


x 2 
dr = vdt, e =g ei == (as E Ly, 
to Uo € 
unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine : 
pentru y = 0, x = 0, deci C : 


2]. 
g= 2k Frys b2. (1) 
3v, 
Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
| de = xy n dE y 
Uo Uo 
0 0 
La mijlocul rîului deplasarea la vale va fi 
A 2k p? 
r=, (2) 


și deci deplasarea totală (în virtutea simetriei) : 
_V2 w 


d = 29 . (3) 
3 m 
| ox M 
«al P di 
t 
| / & 
29777 0727777777777777 : D) 
a fig 12239R b 
b) Viteza de traversare, față de țărm, perpendiculară pe țărm, este 
c y 
Vă = e = >. (4) 


dt 
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Separăm variabilele si integrăm : 

j AI EDER 

dp caii dt ete E e e CARI, 20 
T ; p 

unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 


2 2 
la t = 0, y = 0 : 0 = — — to + 0’, C —— v, 
k? k? 
DP CNE ee CER 
t = a — VIZE), y < b2. (5) 


k? 
Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
rd d o9 ^ 
" AY DIR 
e t AM VE. 
Vaza : | 


ò ò o 


Timpul total de traversare a rîului va fi (în virtutea simetriei) dublul 
timpului de traversare pînă la mijlocul rîului : 


un» JE [1 — VIZo). (6) 


c) Punind y = b/2 avem v, = k Vb/2, deci 
E = vl 2], (7) 


unde ve, este viteza maximă de curgere a rîului (la mijlocul rîului). 
* — 1.2.240. Conform figurii: 


zi d 
a = ae]cosa, (dacă a 7 7/2), a, = a (1) 
dr 
cosa—ov,|v, v, EE (2) 
de unde 
duc de v — 2de (3) 
dt v, dr 
Dacă « = z[2, atunci 2| 7, $| d, deci a, = 0 = z, deci v = const, 


v, = 0, rezultă mişcarea circulară uniformă. 


si 


fig 12.2%0p Fig 12238 
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Se poate aplica teorema variaţiei energiei cinetice ș 


dL = dE, 
dL = P dT = F,dr + Fordo, (4) 
dar 

Pe = 0 şi F, = F = ma, dE, = mrav, etc. 

2 Cds ; -dy , 
(9) 1.2.2241. v: = 8 P (i) =b;0=y = a y'(t) = o — 2h, 
ET - : a) 
d,— 8$, — 3$ —0;a,— 9, == —2h. (2) 


Unghiul dintre doi vectori se poate calcula analitic (cu ajutorul componens 
telor într-un SO) astfel : 


ab = jal [P] cosa, cosa NE (3) 
lai- ih] 
Dar expresia analitică a produsului scalar într-un SO „ortogonal feste 
db = a,b, + ayb, + arb,- (4) 
În cazul nostru: 
Pra + Duty —2h(e— 2) 


Cosa 


(5 
Vto Vata  y0*--(0—2h0:-y2[] 
Deoarece mişcarea pe axa Oz este uniformă, iar pe axa Oy uniform acce- 
leratá, vitezele si aeceleratiile respective se obțin imediat, fără ajutorul 
derivatelor. 
e 13:242, x = v, = vo, dy = vodi, a 
de unde prin integrare : 
a =y= (nat = vg + C, 

Li 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
t = 0, y = 0; rezultă C = 0, deci 

y = vt. (2) 

Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund): 
t 


; A 
(av =y = |a = ùt 


0 0 
Acum rezultă imediat : d 
e, = AVy= Alei. (3) 
Integrăm mai departe: 
ii Se — - Aat, de = vdt = AJ/zt dt, (4) 
d 
de unde prin integrare: x 
(ae = a = Mort dt — Aa (92 4 0", 
unde constanta de integrare O' se determină din condiția inițială : 
la t = 0 avem z = 0; rezultă C' = 0; 
2 = 
z = F Aly vut, (5) 
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Se putea integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


a Li 
N em 
da = a = (arad dt = 2 A s, rs, 
3 1 


Prin eliminarea timpului f din ecuaţiile cinematice ale mişcării (2) 
şi (5) găsim ecuaţia explicită a traiectoriei : 
( 3 2/3 24 , 
y = des - vom) sau w = — ya (6) 
| 2A f BM 
care este o „parabolă semicubică”. 
* 12.243. a) Ecuațiile cinematice ale mișcării reprezintă ecuaţiile 
parametrice ale traiectoriei în care parametrul este timpul. Prin eliminarea 
parametrului (timpului) obţinem traiectoria eliptică ; 


g? y? : alg Ă A 
—-- + — = 1 (parcursă în sens trigonometric). 1 
d bet, g ) a) 
da ; d s; 
b) o, = a $ = — wå sin ot, 7, = P" = j = «B cos ot, 


v= Vo F e = o/ A*y B? F BEA: — wA BV rAr F PR .(2) 


rau sub forma normală : 
l aX , yYY. 1 
IFA: * m) reu reme 
Atunci distanța de la centrul elipsei (0,0) pînă la tangentă: 
A 
ic, " 
şi expresia vitezei devine: 


v = oABjh, (4) 
Pe de altă parte, folosind teorema lui Apollonius : 
D’? + Dp? —a? + P’, (5) 


unde D, D' sint semidiametrele conjugate, avem pentru semidiametrul 
D' conjugat cu raza vectoare D? = g? + y*: 
D"? = A? + B? — æ — y? = A*sin*ot + B?cos*ot = o*[e?, 


deci 
e = oD', D = AB[h. (6) 
unde D’ este semidiametrul conjugat eu rază vectoare. 
dr, : , 
€) d, = — = $, = — 024 cos ol = — 020, 
dry A 3n " 
yc o— = ġġ = — o?D sin eot — — oy, 
dt 
a = Ya + dp = or = otn (7 


orientată spre centrul elipsei. 
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Accelerajia tangenţială se obține prin derivarea vitezei (2): 
; y) p^ Nee 
a — 9. = cap PA t yi[P* — o*ap lb? — 149 — cepe — 
dt Var yI o Va ATI ym 
= MA). (8) 
Acceleraţia normală : 
-—— "T 
da = Va? — a? = m — wh. (9) 
Ue Vai at yp 
d) Se stie că a, = v?/R, unde R este raza de curbură a traiectoriei în punctul 
considerat. Atunci 
8, = oh = v*[ R = WAB? (Rh?) 
de unde rezultă 


= A*B*[h? = A*B*(a?/A* 4- y?| B5)?/?, (10) 
e» 1.2.244. a) » = 0€ — R sinb = R(0 — sin0), 
y = R — R cosð = RU — cos). (1) 


Fig 122% 


b) o = se = 3 = R(Ă — cos0- à) = RĂI —c050), 
I 
v, = u — 4 =R sin 9-0, (2) 
€ 


unde'/am derivat pe sin0 şi cos în raport cu timpul ca funcţie de funcție, 
deoarece 0 = O0(t). 


e? = 24 0 = 2R20(1 — cos). (3) 
Derivüm această relație în raport cu timpul (v = const, deci ò = 6): 
208 = 0 = 2R2[200(1 — cos0) + Ô sin0- 6], de unde 


B ues on : 6 sin 0: (1—cos0). (4) 
Atunci accelerația a, devine: 
a, = dv, = è, = R cos 00^ .- E sinoü = Rİ’ | cos — sing — 5129... ] 
dt 2(1—cos0) 
i21 v? 
— R^ —(1— 6080) — — ——. 5 
2 ms ) AR 0) 


c) Lungimea unui element de traiectorie : 


ds = vdi = RÓ[/2(1—co80) dt = 2Rġ sin Tu 2R sin EU 


163 


de unde prin integrare: 


27 


8 za sin 2 do x ag R. (6) 


| 
| 
o o 
*  1.2.245. Deoarece o — const, rezultă 
do P 
a n anl Și e = a, = v?[ It, 


unde R este raza de curbură a traiectoriei. Cine cunoaşte formula 
razei de curbură a unei curbe plane: 
Loo y 
Zost a) 
RLE 
poate calcula imediat : 
y = = (e7? — e7), y” = x (e? + eth) = ylb?, 
z (2) 
1 1 


l+ y=- e?sth — — + — eTo = 23, 
4 


L 
2 4 
ib? 
deci LEE. 12 ab (8) 
R (y*]b2)9/2 y? 
$i atunci accelerația 


6 = d, = v? R = ză $ (4) 


Dacă nu cunoaștem formula (1) putem calcula astfel : 
à d PE : Y 
da = d, n= Sy da yi, o = h + o= il y (5) 
dt da dt 
Condiția v — const dă prin derivarea relației precedente : 


200 = 0 = 2881 + y'?y-- t: 2y'y" i, 


de unde EEEa (6) 
i +g”? 
Acceleratia : as = Üy: ay — 9, — "à? -- y'&. i (7) 
Înlocuind aici pe 2 (6) găsim 
a = || a2 + a 8 
fe paž - 2 = 5y (8) 
Winind seama de expresia vitezei (5), găsim 
2y” 2 
E A (9) 


Q 4p paste UR 
Înlocuind derivatele calculate in (2), găsim 
b y2 1 2 
a. BR =: (10) 
(») iae 4, = for = Ü, ay = a = a,[608a, An — v?|F, COSA = velo, 
rezultà 


R ws Rig 


e  1.2.247. Plecăm de la definiţia razei de curbură R ET sau ds = 


RAO, unde d0 este unghiul subintins de arcul elementar ds, unghi 
definit de normalele la traiectorie de la marginile (capetele) lui ds sau 
altfel unghiul cu care se roteşte tangenta la traiectorie cînd ne deplasăm 
pe curbă cu ds. Pe de altă parte, viteza pe traiectorie (viteza scalară) 


este ç == ar. Rezultă 
dt 


ds dsa — 


- dH 


dt d0 dt 


TI 
p. tee 
i doe R Leur c. E 
so  1.2.249. ctga = aa, = ran dar R de! (1) 
iw ds 1 do ds 
etg ges OT SS. Tc ; (s ) (2) 
d! d9 v? vd 6 dt 
Separăm variabilele si integrăm : 
v o 
Ed = etg a- d6, | a -f ctga: d0, 
= Te x [^ 
m © = (0— 0,)etga, v = ve toes, (3) 
Uo 
Be poate integra si nedefinit : 
es ees ao, In o = ctga’ 0 + €, 
v 


unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : la o = eg 
corespunde 0 = 0,: 

In vo = ctga- 05 + C, C = In vo — ctga: Op ete. 
» 1.2.249. a) Mişcarea se compune dintr-o mişcare circulară uniformă 
in planul Osy si o translație uniformă după axa Oz: traiectoria este o 
elice infágurat& pe un cilindru de rază r (ca filetul sau ghiventul unui 
şurub). Pasul elicei este 


h = 07 = 0 (1) 
[2] 
și unghiul de înclinare față de 02: 
tga = oae (2) 
h e 
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b) e, = $ = — or sin of, v, = Y = + o r cos ot, v, = 8 —0; 
o =V F [E lor? pc = eni c?](or)? = cr[sina.—const. (3) 
do A 
0) a = T = 0, (v = const), deci 
4, = 0, = — o?r cos ot — — 020; ay = 9, = — or sin ot = — a?y, (4) 
d, = 9,—0; a = lai F ai F ei = or. 


dv 
Dar a, — xs = 0, (v = const), de aceea 


v? sin? v? 
(om ln = oTr = — =, (5) 


de unde rezultă raza de curbură : 


e a fede iip F qe, (6) 
sing ra? 
dy 
dy dt y 
1.2.2989, — = y 2 —— — — 
* 2.250 E y dr zr 
dt 
dy d. „; d. d «d y 1 "a —84 
ză = = — = M'Y = 1.2 a, $ 
da? "Pd à dz wi & (E) d d? 0 
—F, cosa = ma, = mă, —F, sina — mg = ma, = mj, (2) 
dar cosa = vz|v = &|o, Sina = vyv = g[v. (3) 
Din (2), (3) rezultă derivatele: 
x £ TE. 
ë = FZ, ï = F, g, (4) 
mo mo 
eare inlocuite in (1) dau 
d*y g g 
"= E EEA 5 
z dz? à? d 9 
CA 
i 
zu 
m: A x — a 
$ | 


ee  1.2.251, Viteza limită de cădere liberă se obţine atunci cind forţele 
se echilibrează (forța de rezistenţă echilibrează greutatea) și acceleraţia 
se anulează : 
mg — ke = 0, E = mgle. (1) 
a) Lex secunda : 
dr, de, 
—kv, — ma, — m T , —ng — kt; = ma, =m E A (2) 
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Beparăm variabilele si integrăm : 


Hss nv, dtes om de nu qu ao 
kv. k Vz e 
dt = — m. ise s o NN A In(mg + key) + Os. 
mg + ke, k ) mg + ko, k 


Constantele de integrare se determină din condiţiile initiale: la t = 0 
AVem q, = Vg COBQo, Vy = Vo SİN ag. Atunci rezultă : 


m v , 
t= = ET In € -— , t, = ty CORA ETMS — o, COS x, ef, (3) 
d ty COS X9 
m ] e, : 
je Esi ca a La = Om E Ty iuc (0ySinagtee- i—i; 
k mg+kvosin æo d € -+ vo Sin t 
(4) 
Se putea integra si definit (limitele de integrare trebuie să se corespundă) : 
D z 
al e qu e » 
(az -2 23. e ie e TENA 
j g Pa vo COS, 
vpcotae 
4 Py 
pui pe b Abia a e e te SL 
g e- ty g €+ Sina 
ò vosinag 
b) Continuám integrarea : 
e 
da = vdt, ye = g= L C08x ef dt = — T Vo COS apele + Oj, 


dy = vdt, | dy = 2 = [(vy sin ap + c)e^* — e] dt = 


2 y sinag + cea — et + Oy 


unde constantele de integrare se determină din condițiile nipae: 
la t = 0, avem z = 0, y = 0, rezultă atunci: 


ipis. e ty COSap (1 — ect), (5) 
y = É (vo sinas + €) (1 — et^) — et. (6) 
Se poate integra si mo 
* 1 t 
(av =g% =f cosage=e dt = — : vy COSAgeTte. | = 
LI 


c 
= — — vo €osa, (e7: — 1), 


y 1 [i L 
y = y = NS sina, + cje-* — c] dt = — LE (vy sina, + ce-ti —ct |= 
g 
n 0 o 


EREA (vo Sinag + c) (e7: —1) — ct. 
g 
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€) Timpul de urcare la înălţimea maximă rezultă imediat din (4) 
condiţia v, — 0 


în = m (a + % sin 2 
g o 


d) Coordonatele înălțimii maxime se pot obţine înlocuind t = t, în (5) 
şi (6): 


c 4 1 08 COS Sin 
mi > da 0083, | 1 — ———— |= Cr pu (8) 
g 1 -+ — v Bingo g (i +-—% sina) 
e e 


e 
Ym = — (vo Sina, + e) 1 — —— -Żem (: på sina) = 
g 1+ — o, Sino, 9 

o 


ix Vo Sina, LI m ( 14 X Uo sing). (9) 
g g e 
e) Pentru a obține ecuaţia explicită a traiectoriei eliminăm timpul din 
ecuaţiile (5) şi (6): 
t= — ln (1 — m ) 
g C09 COS x, 
y = (o, sina, + e) — seats ex) 
g Poser, CUg COS Eg g C09 08a 
i 2 
— a de aq T n[1- ge fy (10) 
Vo COS x, g CV COS a, 


Traiectoria are o asimptotă verticală, cînd se anulează argumentul loga- 
ritmului : 
1 90 0, 2- E Vo C082. (11) 
€t, C08 g 


f) Oazul aruncării in vid se obține fácind 5 = 0, adică o — e( amintim 


dezvoltarea in serie: 


5d doa els 
AT TEE 
5 = Vo 00820 (3) 
vy — (v, Sina, + C) (1—9t/e) —e — v, Sing, — gt; (4) 
[i 
D — — v, CO8as(gl/c) = Po cosa, t, (5) 
9 


i 1 
y — 5 (va sinas P 0) (gto — PA (209) —eto to sina, t— Z giè. (8) 
g 
Folosim dezvoltarea 


id ap ege es 


0 99 . 1 A , 
tm > — 0 sinag = — t, Sina. (7) 
g c g 
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Om = ui d$ Binz, COSA (8) 
g 


2 : 4 sin? 1 ! 
Yn S vo Sinag — e> p Sin ay — E ud = e$ Bin?os. (9) 
g ge 2g? 2g 
ea e? ga ga? 
y > atga + + Ec 
DECEM g Cop COSap — 2e?v 608209 
r? 
= gag — 97 (10°) 


p COS? at, : 
Traiectoria este o parabolă (care n-are asimptotă). Am regăsit astfel 
rezultatele cunoscute de la aruncarea în vid. 


Cimpul gravitațional 


*  1.2.252. Considerăm două elemente identice de masă dm fiecare, 
situate diametral opus, ca în figură. Descompunem cimpul produs de 
fiecare element într-o componentă axială d! si o eomponentă radială. 
Observăm că cele două coinponenteradiale se distrug totdeauna două 
câte două, pentru oricare pereche de elemente identice situate diametral 
opus, astfel încît trebuie să sumăm doar componentele axiale pentru a 
obține cîmpul total care va fi deci axial: 


ar = » dm dm y 
r? 


(R? + y3) ? 


cosa Y 


de unde prin integrare pe întregul inel: 
A y my 
I dar = —; — dm — : 1 
| Y (R? + E Y (R? pa y3) ( ) 
Valoarea maximă a cîmpului T(y) este acolo unde derivata P'(y) = 0: 


(4. yn y Ž ge p yn 2y 


—— — NC 
aer yy : 


ceea ce dà Ja = + RN? 


T'(y) = —ym 


Fig 14.282 Pta ESR ~ 
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şi deci cimpul maxim va fi I'(y5) : (2) 
Tux x a) RS z i 
i /3 (3) 

1.2.53. h c (ge — ge) R[(2gr) = 16 km. 

12354. h © 3rR/(ÈyoT?) = 11 km. 

1.2.255. p = 3go (4r Ry) = 5,5 g/em?. 

1.2.2568. p = 3rn : [(n—1) Y T^] = 3,14 g/enm ?. 

1.23.257. v = van 

12.258. T = 2xr Vry M) — 1h27 min, 

1.2.259. T = l'3zj(yg) = 1,2 ms. 

12.980. p = 24r/(y 1223) 109, ke/m?. 

1.2961. t = 2x : [V pR — 22/ T] = 10,5 h. 

1.2.262. r/R = n3: (n E 1) Pg, T2, : Gran) P m Tr 
= 6,56, (n — 00). $ 

1.2.263. ((7,/ T 4- 1]: (T/T — 1] = 454. 

12264. o = Vima F ma]? = 9,82 1079 rad/s, T = 2xjo = 32 
ani 97 zile; 

oua = Ma1 V Y : [Rm + ma)] = 1,93 km/s, resp. 3,86 km/s. 
1.2.265. vy = (27r/ T) r/R, = 39 km/s. 
1.2.206. gs = 4z?RE : (7: sin? i = 270 mjg? 


12.267. T = V3ni(yp) = 1h 24 min. 
1.2.268. T = (2x R/ I) VR]g = 21,4 zile. 
1.9.269. m, = 4r?R?/(y T?) = 2 109 kg. 


1,2,270. T = 3mp au ESL ) M:(M + m) — 21 mN. 


» 
i 


12.971. h = 2 gi) me — 2R = 23200 km. 
* 12272, Conform legii a III-a a lui Kepler, pătratul perioadei de 
revoluţie a unui satelit (respectiv, planetei în cazul sistemului solar) eate 
proporțional cu cubul semiaxei mari a traiectoriei eliptice a satelitului 
T2 = ka?. În cazul nostru: T? = iR?. Prin logaritmarea si apoi diferen- 
fierea acestei relaţii (derivata logaritmică), obţinem : 


9 dT 3 dR. 
T R 
Pe de altă parte, T = 2/0 care, la fel, prin derivare logaritinică dă 
4T _ de 
T C 


Winind seama că v, = x găsim accelerația unghiulară 
€ 


do 200 aT 23. o dR 
| dt T at 2 R dt 


= 23 09 1 r= —1,0 - 10-233 rad/s2, 
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** 1.2.273. Datorită simetriei cinpul rezultant va fi pe direcţia Og. 
Luám un element de masă dm care produce un cîmp radial dT— — ydm/R?. 
Componenta transversală TI: sin se va distruge cu cea transversală 
a elementului identic așezat simetric faţă de Oy, astfel încît rămîn numai 
componentele dr- cos: 


T = \dr cosð = — \ y gn. cos, dar de oet (1) 
R? m a? 
ap aj2 
ym ym Mg 
T —— — cosh d0 = — 2 ——- \ cos0 d0 = — 24 —— sin —-. 2 
Yu. 5 Ypa a 9 
-uj ü 


În particular, pentru un semicere 


** 1.2.274. Vom folosi rezultatul problemei 1.2.252. Alegem un inel ele- 
mentar de rază r, de grosime dr $i de masă dm. Cimpul creat în punctul 
P(y) este 
dm 
Lt a) 
(r? + yn 
Aria dS a inelului se poate calcula in 3 moduri : a) este aria unei fSgii de 
lungime 2zr si lățime infinitezimalá dr : 
dS = 2z rår, (2) 
b) este cresterea infinitezimală a ariei cercului zr? datorită creșterii infi- 
nitezimale a razei cu dr, deci este diferenţiala : 
dS = d(xr?) = 27 rdr, 
€) este diferența dintre ariile cercurilor de rază r + dr $i raza r : 
dS = n (r + dr)? — nr? = 2z rdr + n(dr}? > 27 rdr, 
intrucit (dr)! este un indinit mic de ordin superior $i dispare la limită 
faţă de primul termen. 
Acum putem exprima masa dm : 


dar = — 


m 2mrdr 
dm = —— d$-———, 3 
" nR? “ R? 8) 
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Acum integrám (1): 
R 


R 
. 2mrár my —2 | 
T = far X | DI rapi coc get E 
0 ^ 
2vm | y imis] 
m Ligi Vgl di 


Cind traversăm discul trecînd prin centrul său intensitatea cimpulu! 
gravitational are un salt : 


9 y 3 
r li 2v m E 1 ] ET 2ym, x 
eee Rt Vna ys D e 
dom y 2, 
i: l ym | Fe TEE sym 
Peer Sa D S 


Pentru a obține cimpul unui plan infinit inlocuim intii în (4) 
m = onR? şi apoi trecem la limita R —> co: 


T = — nyc En = F nro, (6) 

cîmpul este perpendicular pe plan, spre plan, $i este constant. Acest rezul- 
tat se poate obţine elegant cu ajutorul teoremei lui Gauss. Dacă formi 
un condensator” din două plane identice, paralele si infinite, cîmpul 
între plane va fi zero, iar in exterior va fi dublul lui (6). 
** 1,2,275. Luám un element dm de lungime dy la distanţa y de centrul 
firului. Cimpul produs de acest; element; se descompune într-o componentă 
normală dI cos0 şi una longitudinală dT sin0. Aceasta din urmă se va 
distruge cu componenta similară produsă de un element de masă identio 
simetric de cealaltă parte a mediatoarei- Rămine să insumám componen- 
tele normale : 


| T 
" 
E pe Hy. 122758 


dm 7 m 
T = far cos0 m T dar dm — T dy, 
jk 1/2 
fees m( dy ET 2 T dy ue 

ME (r? 4- y? Pha yer ym 

-—U2 0 

va i 
T y m 
em — 9. ——— L| S Á y —n——— i 1 
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Pentru a obţine cimpul unui fir infinit, inlocuim intii masa m cu Al si 
apoi trecem la limita 7 — oo. 

r -Al S 2« A LI 2 

HY. Viza + re” ^Y. (2) 

rezultatul se putea obţine elegant cu ajutorui teoremei lui Gauss. Cimpul 
scade doar invers proporţional cu puterea întîia a distanţei r, 
** 1,2276. Vom aplica teorema lui Gauss : fluxul cimpului gravitațional 
printr-o suprafaţă închisă este proporţional cu masa conținută in interi- 
orul suprafeţei : 


® -4r d$ = — AT Y Mia a) 
El 


unde y este constanta gravitaţională (cerculetul la integrală înseamnă 
suprafață închisă), 

Alegem o suprafaţă sferică concentrică, în exteriorul sferei date. 
1n virtutea simetriei sferice T' este radial si depinda numai de distanța 
r pină la centrul sferei, deaceea fluxul prin această suprafaţă (gaussianá) 
se calculează imediat : 


$ = j dS = fras =r jas = TO) S = T 4rr?, 
| | 


8 sS 


E pe 
| 4 A 

| "i 

i pun: 

p. qu 

i 

i 

i 

a Fi. fo2T6R b 
şi conform teoremei lui Gauss: 
m 
P = DP4nr—-—4zn(mQ,T——(—,r2H, (2) 


r2 


adică la fel, ca și cum masa sferei ar fı concentrată în centrul sferei. Sem- 


nul minus arată caracterul atractiv al cimpului: I este orientat spre 
centrul sferei, in sens opus razei vectoare. 
Analog, luînd o suprafaţă sferică gaussiană în interiorul sferei date, 
găsim 
3 


Le EO E EIE pia e tie Ea 
© = Tir) :4nr Ave min dnym FT 
m 
Ci Aer aa e (3) 


A73 


Potenţialul se obţine conform definiţiei sale (considerăm potențialul 


zero la infinit) : 
a) În exteriorul sferei date : 


r r r 
recreo net pm 
2 rsi T 
ca şi cum masa ar fi concentrată în centrul sferei. 
b) În interiorul sferei date : 
r R L R r 
Wa m m 
V=— (ră = — | T dr— pu = (rar + gem = 
co Uo oo R 
R 3 
m i m € m 7? 
— - n Y d ) rs. 
TIB 2R ( sme 


co 
In centrul sferei cîmpul este nul, iar potenţialul : 


Vd. figura. 
wi 12,277. a) Legea conservării energiei ne dă: 
1 mM d. 6d mM E 

— qu — Y——-———mv-—vy——5» gg Vs 

2 r 

vi = 03 — 2g,R*(1/It — 1/7). 
Punind condiţia v = 0 găsim înălţimea maximă : 
Tmax = 290102: (2goR — tê), hmar = fmax — R = Rå : (294 — i). 

Atunci (2) se poate serie : 


= Veg Gr Tfr) = E. 
€ 


Beparăm variabilele : 
dr 
= a —— xL 
2go9R?(ljr — l[fmix) 
Facem schimbarea de vanahlă : 
r = æ, dr —2zdz; 


dt 


r, pE 2rd 
E. 2p — 
2g,H* Vrms — =a 


E Masa Fa 


Integrăm prin părţi: 
- Mm 


z—22Yrae -— az + 2 Mrs — a* da. 


Dar 


E de => z| al Fas — 2 + fax aresta ge | 


(4) 


(5) 


(6) 


a) 
(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


Rezultă pină la urmă: 


a 


Acum integrám ecuația (5) (r = æ?) : 


: Tima 7 Vras Zr "esi T 
t= y DNI [ Yr V sas ToO Tuas arcsin y +0 l 
foti max a 


unde constanta, de integrare C se determină din condiţia, iniţială : 
la t = 0 avem r = R, astfel încît rezultă: 


Tmas i " 
t= EL uU Fi VR rma — R — Vr Vraa — T 4- rais aresin y e 


— Tmax AFC sia |/ € | (7) 
T max 


Timpul de urcare rezultă din condiția r = ra 


e IIR 
tu = "ES R? [vx Vrms — E 9 Tus — rm arena | 77. ]. 


Vinind seama că pentru a >,0: 


T X : — 
-> — arcsin w = arcsin Vrm, 


obținem : 


li = -— E E | 26E _jaresin m el (8) 
IR — và y25,R — v V2g,R 
b) Legea conservări, energiei dă : 
nM ee ce pita, e RER.» d da e 
B+ 2 pe s 
de unde 
v = V2g RI F h). (9) 


Timpul de cădere este egal cu timpul de urcare (8); doar că trebuie să 
inloeuim acolo v, cu »' (9) 3i atunci obținem : 


t= = P. E [yg 4E) aresin || Um (10) 
"T 


Energia mecanică 


1.8.1. L = mgh -- mAv(v? = 12,5 J. 
1.3.2. Ejus) = (2gh)3? : UD = "a 3 Wijkg. 
1.3.3. (a, = 2 Vs/(ug) = 40s; Pon = umg Y ugs = 23 kW. 
13.4. d — vM — my(2PM*) — 910 m 
1.3.5. u — malh, + he) : [mh — he)] = 0,80. 
** 1.3.6. Condiția de echilibru : 


m 
Mg T lg = Bg =0, (1) 
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Fie la momentul ¿ lanțul deplasat pe distanța æ ca în figură atunci prin 
cipiul doi dă 


Mg + - l — l+ a)g— u T, — 2)g = (m + M)a. (2) 


a to Fl lun b 
Înlocuind aici pe y scos din (1). găsim : 


a= g> sau zl. X. 

i 15 dt lo e 
Acest rezultat simplu era de așteptat intrucit forța, deci acceleraţia, 
variază liniar eu z $i pentru e = 0 avem F = 0—«, dar pentru a=lgţ(cînd 
lanţul părăsește masa) a — g (cădere liberă). 

Înmulţim ambii membri ai ecuaţiei (3) cu dz (= vdt) : 
d» ay sde an ede g E 

àt o lo 


și integrăra : 
rda prz 1 
| eas = S = (au Te T 254. 


le b 2 e 2 
Constanta de integrare se determină din condiția iniţială : pentru a = 0 
avem v = 0, deci C — 6: 


i 
EA ENS | Laa (4) 
Lă 


Gind lanţul părăsește masa 


a= le și v = Vale. (6) 
Be poate integra şi definit (limitele de integrare se corespund): 


v 

1 

vda = I \ æde sau p= 15 a, 

[P 2 72 „la 
9 + Š 

Viteza finală se poate obține imediat din formula generalizată a lui Galilei, 

care se deduce astfel : 


1 ia cta f 
AE, = L sau — mv! — —— m = |P dr = j Ps = L sau 


v =v 2 y ds sau e? = vi + 2a? - (s—s0), (Galilei) (6) 


unde àj"" este accélera(ia tangențială mediată pe intervalul (sp s} 
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În cazul nostru e = 0, acceleraţia variază liniar eu coordonata și d^ = 
1 g 

= — (0 + g) => 
2 ( { ge 


astfel încât obținem imediat o? = 2 - 1,. 


1.3.7. u =h: (b + 8) = 0,050. 


Fg. t3 IR 
1.3.8. u = 2 tga = 0,314. 
1.3.9. P/(gp) = sin(« + p):cosp = —, € — 2T. 
ML 
1.3.10. Q = 0, + Qz, Qı = v mg cosa: —— i 
2g(sina + p Cosa) 
Q mg cos : (sin coso)| + 2o | 
= OSa — a — u cos EE I, DM 
T ES 2 d A g(sina + y cosa) r 
Q E72. 
1.3.11. vo = l/2g(h + ud) = 0,3 m/s, v = V2g(h — ud) = 0. 


: ) A 
1.3.12. — AE = mgs sina — ps mr? = 5,9 J. 


(**) 1.3.13. Deoarece viteza de deplasare este neglijabilă, avem pe direc- 
ţia normală și tangențială la traiectorie : 

N — mg cosa = 0, F, — F; — mg sina = 0, F; = uN, (F = Fy), (1) 
astfel incit 


F, = mg Sina + u mg cosa, (2) 


L= e ds — js sina ds + TE cosa ds. (3) 
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Dar ds cosa = dz și ds sm  — dy, (4) 
Li 


astfel încît L = mg \ dy + umg Ẹ\ de = mgh 4- umgl = E 


AU 


0 
= 184 J + 196 J= 980 J. (5) 
Primul termen reprezintă lucrul mecanice împotriva forţei de greutate 
(creşterea energiei potenţiale), iar al doilea — lucrul meeanie împotriva 
forţei de frecare (càldura degajată prin frecare). 
Rezultatul (5) se poate obține si fără integrale, judecind cu deplasări 
fearte mici 3s şi sumind lucrurile mecanice elementare : 
èL = Ps — ing(sina3s) + v mg(eosas) = mg8y + umgào, (6) 
L = X èL = E mg dy -+ E u mg ðo = 
= mg È dy + umg X da = mgh + mgl. (7) 
13.14. P = 9mgy (h; — had = 200 kW. 
= = Pl(mgo) — y = 0,030 = 3,0 95. 
== 2mgo sing zx 2mgep = 60 kW. 
` 1.3.12. 0, = 207, 608a : (r, + va) & 37,5 km/h. 


1 
1.3.18. L — mau: (n + tgz) = 0,10 J. 


N: 
N 3mg AE E. 
li 
' 
| ! 
| 1 
A | i i 
mgs y j Ru 
0|. xo zx 8 
Ld a ig IIHR b 
1.3.19. E, = E,c03?a, = 5,0 J, E, = Bo sin? = 5,0 J. 


1.3.30. mr M = 60. 
(*) 1.3.21. a) Bătaia realizată "tof de Pămint 


1 
b = — sin2a 


g 
trebuie să tie mai mică decît lungimea scindurii exact cu cit se deplasează 
scindura înapoi in timpul cît pisica se află in aer: 


b = Ll sin 2a = l — v'(tu + 0), tu + t = 2- k - v SİN a (1) 
g 


iar viteza scîndurii v' rezultă din conservarea impulsului in procesul 
săriturii : 
0 = mv cosa — Mv. 
Rezultă astfel : 


= Viy: (0 F mA) sin 2«]. (2) 
Viteza este minimă dacă sin 2g = 1, deci a = 45, atanei 
Pomin = Vip: d c "n = 1,8 m/s. (3) 
L= cd Fi l yy => FEL dg od cos?a(m?/ M?) = 
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d 1 
egra 1 COs2 ce a) 
4 


de ela, z — a 
= - (2H + R) — — uu 


49.36. Q = mg(h —5R[2) = 


>a mM vk. som. cos fa. = 
2 d m-- M|sin2« M sin2a 
m 1 1-1 
e at 3 (tes e Es , mi 1 ] 
2 m--Mi2V tga M 2 tga 
1 mM 1 mil] 
-—g———-——|t — (4 
pia | lea das à 
În paranteză mare avem suma a două mărimi variabile al căror produs 
este constant. Atunci suma este minimă cînd mărimile sînt egale 
tga = (1 + m/M): tga, igo, = VIF mM —Y3, «o= 00. — (5) 
Atunci 
L mM 
Lai = v Ila tga — — l ngly3t/(m 4 + M) = 5,66 J. (6) 
2 n -+ M 2 
Altfel, cu ajutorul derivatelor : 
= const.[p + (1 + m/M)/p] = f(p); unde p = tgo. (7) 
Condiţia de Saremu este phe derivatei : 
f(p) = 0 = const.[1 — (1 + m/M)/p?] = 0 
de unde p = tga = VI 4} mjM (8) 
1.3.22. v = Vg? 2 = 10 m/s. 
1.9.23. F = 2E|R = 40 N, PS 0, L = 
1.3.24. N = : 3mg sin 0. Dacă corpul E fe din os de la unghiul « 
atunci N — mg ci sin 0 — 
1.3.25. h = — 


d. 


fig AIR 


1.3.27. h 


~ (2ul/R — = 
3 (ME J+ 


97 
z2,0m. 


1.3.29. T = mg (8cos0—2 cosa), T, 


max = Mg(3—2 cosa), T, 


Mg Cosa. 
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1.3.29. cos0 : (1 + 2 cosa) = x 60 = 60. 


1.3.80. T, — mg [1—v5/(29)] = 0,44 N. 
1.3.31. N = mg(3 cos8 — 2 cosa), NI = mg(3 — 2 cosa) = 1,92 mg, 
z=] rad. 


Him mg 


1.3.32. coso = I (cos — 1l/cos0) = 0,73, a = 48°. 


1.3.33. T = bn A t! 

1.8.34. a) fir: vo = V5gl, Tax = 6mg; b) tijă: vo = Vgl, Pua = 
5mg, T —0: h = 51/3, HER = 2/3. 

1.3.35. v = 2 Vgl | uan = — «(sm 5 LL )] = — 1,6 m/s, in jos. 


(*) 1.3.96. Să arătăm intii cá energia totali a unui satelit in cîmpul 
gravitațional al planetei este egală cu jumătate din energia sa potenţială, 
Din legea mișcării: 


Y- r2 as " z q 
` j : 
rezuliá — m = E, = a Y SU ES E, deci E = 
2 2 r 2 
1 
Buc goe Bi (2) 


Deoarece Ah = h,—h, este mie îl putem calcula aproximativ ca diferen- 
fiala dh şi anume: 


dB = a dE, i (mar dr Ji Lay M dh, (3) 
2 3 2 LA 


deci AE = > MJ,Ah, AE, = mg,Ah, (4) 


unde g, este accelerația gravitațională la altitudinea h. Variația AE, la 
altitudinea h se putea scrie imediat prin judecată elementară, Pe de altă 
parte, variajia energiei mecanice este egală cu lucrul mecanic al forțelor 
neconservative, deci căldura degajată : 


i 1 
Q = — Laos, = — Lx Ma — hy) = —ngó. — ha). (5) 
Deoarece h< R putem aproxima pe gy: 
M 1 : 
ga = 4M 1(R + h} = y — —————— 2 gy — 2h| R), (6) 


R? (1 + hR} 
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astfel incit 
Q = i mg, — 2&/R) (h — he) = 9,5 MJ = 2,64 kWh. (7) 


1.3.37. h = (02 + 90)/(39) = 1,56 m; v = V(Q02—290]3 = 2,34 m/s. 


" 105 


Apftere 


5 


Fig 138R 


1.3.38, T == mglei/(9D) + 3 — 2 cosa] = 4,0 N. 
1.3.39. v, = raV (mara — mara) : (mri + mad) = 2,7 m/s. 
1.3.40. o = V2 mh — 1 — mj) : (mj. + mal) = 2,8 rad/s 


1.9.41. o = 2 sin = Vg(mil; + mala) : (m, + mj) = 4,04 rad/s. 


1.3.42. o = 2 sin = Vg (R — r) : (R? + r3) = 4,45 rad/s. 
1.9.49. N, —mg cosa(3sina—2), dacă sina > 2/3, altfel N, = 0. 
1.3.44. T mas = mg + vVhm = 29,8 N. 
1.345, cob» x cg. X 14 x) = 0,623, a = 51790". 
3 mg kl 
1 Sdt T = mg:3 cos 9„ 0, = 60^; — (h — l cos 0,) = etg (— 0,) — 


æ = 3 — V3, d = lsin0, — æ = 2 V3 — 3 = 0,46 m. 


ET P Ns cos8,' 


" v 
y > TNI 


Pip TIR 


Ag 13468 
1.3.47. T = mag + mag: Zlo(muli + Mla) (1 — cos 1 (ml + ml) = 
== 3,92 N + 4,99 N. 
1.3.48. v, = J2gl(Y F mm) = 2,4 m/s. 


1.3.49. T, = mg (m, —3mj) : (m, + m3) = —0,59 N; T,—mg(8m,— 
— m): (m, + ma) = 12,4 N. 
1.3.50. cos? = cos a — 2$ sins -5 : (gl cosa), a) cos0 = 0,994, 0 = 
== 610, b) cos0 = 0,760, 0 = 40732". 
M . —— i 
1.3.51. — sin?a + 3 sina — 2 = 0, a = 30°, u—l/g(2 —3sina)m] M = 
n 


= LI m/s. 


Fig. 18578 


1.3.52. a) cosa, = FT a = 4511, e, —l/29R]8, s, — l5 R/3=0,75 R, 


y, = 2R/3 = 0,07 R < au; b) cosp = 2/3/9 = 0,385, 8 = 6722; e) h = 
= 23R/27 = 0,85 R. 


(nin PR 


1.3.53. cosa = (02 + 2g) (33g), dacă v,» Eg, corpul cade liber 
și revine la h = 2R. Altfel: 
h = 50 Rj + 525/(189) — và/(9 Rg?) — v$ (54 R?g?). 


3 — 4 
1.8.84. Corpul m, va oscila: a = g (umm + 2)]9 — 1 = rs 


Fără oscilaţiile lui m, ar fi: a = g Vamm) —1z2)J9g. 
1.9455. cosa = L [3 — mall) = — a = 6, 
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1.3.56. z = 5(J5 + 42) n|27 = 1,46 R. 


Fig 1559 pgistén € 


1.3.87. cosp = 2]/3/9 = 0,385, & = 6720'. 


8 
| 
i 
; | 
ON |- 
N i 
1 H 


mg 
Atat L P Fig ti eba R 
1.3.58. W = 2 as2( + Waki) = 3,00 J. 
1.3.59. W = F?mi:[2k (m, om] = 0,0 J. 
1.3.60. v = V28, ba) (mk) = 6,0 m/s. 
1.3.61. v = ug V 15 m/b = 1,0 mjs. 
1.3.62. B = Mg [1 + M/(2m)]/(2k) = 2,94 m. 
1.3.63. J^, /(mg) = 2(1 +- Hjh) = 26. 
1.3.64. T = mg + v Vim = 320 kN. 
1.3.65, S = F?| (2k) + Fs cosa = 21 J. 
1.3.66. Q =F;[lo + F;/(2k)] = 11 J. 
+a 1.3.67. mg sina — bz: mg cosa = ma = me. ; (1) 
& di 
Pentru a separa variabilele inmulfim ecuaţia cu da = vdt : 


mg(sina — b» cosa) dæ = m E da = mvdv. 


Integrăm ; 


P A 1 
mg(sina — ba cosa) dæ = mgo sina — E mgba? cosa = 
2 


—imvde = A me? + O, 


unde constanta de integrare se determină din condiția iniţială : la £ = 0 
avem e = 0 şi 2 — 0; rezultă © = 0, 


f 1 1 
mgo sina — E mg ba? cosa = om. Q) 


4 


Dealtfel, aceasta nu este altceva decit teorema variaţiei energiei cinetice : 
x 2 


L rens — br cosa) da = ma( e sina — > ba? cosa) = 


1 
= AE, = RSS mo? 


Punem condiţia de oprire » — 0 şi obţinem: 
EM 2 sina  2tg« 


^" ^— beosa b 
Condiţia. de extremum pentru v este anularea derivatei : 


în virtutea ecuaţiei fundamentale (1) dá imediat: 
sina tga 


bcosa b 
Íntroducind această valoare in (3) găsim 


Vmax = Sin a [/ g/(b cosa) . 


** 1,3.69. a) Pe direcţia radială, centripet, lex secunda dă: 


T — mg cos0 = ma, = mel. 


(3) 


(4) 


Pe de altă parte, conservarea energiei cinetice si potentiale dă : 


mg(l — l cosa) = mg(l — 1 c0s0) -+ p mr 
Eliminind pe mv? din cele două ecuații obținem 
T = mg(3 cos0 — 2 cosa). 


2 


(2) 


(3) 


Tensiunea este maximă cînd cos — 1, 0 = 0°, cînd firul trece prin pezi- 
cosa). 4) 


pia verticală : e Tua omg — 2 


max 


1 
i p^ 
! 
[^ i | 
I li 
a. 1 I I 
| | | i | ! 
sa 4 LL. m dert 
F e$ f QC xU C 8, « B 
ec ec, MAR ex e(4 20; 038) >II 0 - ec, 
ces oc AA. cose «(d/5;5/4) cos a 2/5 


Ae T6 MAT 


œ= e, 41^ 25 


Fig. 128808 


b) Pe direcţia tangentialá lex secunda dă : 


— mg sinb = ma, =m ge = m dien -— mi Tur = ml e. (5) 
dt di 
Pentru a putea integra inmultim ecuaţia cu d0 = c dt: 
do 


— mg sinb dð = ml dt dð = mlo do, (d0/dt = e). 
Integrăm : 
-— mj sin 608 = mgcos0 = ml LE = PT" lo? 4- €, 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
la t? = 0 avem 6 = a, v = 0 = ol, o = 0: mg cosa = 0, 
mg(cos0 — cosa) = L m lo?, (6) 


Aceasta este de fapt legea conservării energiei scrisă sub forma ,,unghius 
lară” : 


mgh = mg(l cos — lcosa) = 5 Io? = ES mlbo?, 


á 


I = mb este momentul de inerție al bilei față de axa de oscilație. 


2g 
a = Fi (cos8 — cosa) (7) 
şi din (5) 
e = — E sin. (8) 
Acceleraţia 1r n 
a = Vaza =V(o2 + (e = etd e 
= g Vatcos0 — cosg)? + sin?8, (9) 
c) Valorile extreme corespund anulării derivatei : 
„da -L j'sinü(4cos« — 3 6080) = 0, (10) 


d a 
de unde rezultă rădăcinile derivatei : 
cos0, = r^ cosa. posibil dacă cosa < 4, a > 41°25’, 


Üuis F "E — m COS? gj (11) 
sin0 = 0, a, = 2g (1—cosa). (12) 


Cind trecem prin rădăcina (11) semnul derivatei trece de la minus la 
A M x 3 
plus, deci avem un minim (dacă cosa < e g > 41°25’). Cind trecem 


prin rădăcina (12) semnul derivatei trece de la —la + dacă cos « > 3/4, 
a < 41°25’, deci avem un minim în acest caz, altfel avem un maxim. 
La extremități : 
a. = gsina, (0 = + «). (13) 
Raportul accelerațiilor : 


a, 2g — cosa) x 


—?4g De (14) 


[3 g sina 
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Ele se egaleazá pentru : 


1 
do = a, pentru «, = 2 arctg — = 538%, 
2 
pentru « S a, avem ay $ ae. (15) 


Cazuri particulare : 


opui. 35 
A = am = 41°25" | cos Qa = Y3, ao = g[2 = 6,50 g, 


de = g lY 7]4 = 0,66 g; (16) 
a = t = 538 (cosa = 3 ) : ao = ae = 4g/5 = 0,80 g 
ui 
üm = g VI3/5 = 0,129. (17) 
Jomparafi cu rezolvarea problemei 1.2.213. 


** 1.3.69. Imediat ce se lasă lanţul liber punctele sale au v — 0, deci 
au numai acceleraţie tangenţială a, Considerăm intii cazul | < zE[2. 


i 

| 3 

L ; \ / à 
LIBE E d set i : 

l | 

a Fig.1 369R 2 E A 


Luám un element de masă dm care subintinde unghiul elementar d8. 
Notăm cu A densitatea liniară a lanţului: A = m/l. Asupra elementului 
dm acţionează fortele din figură (T — tensiunea din lant) : 


dmy + AN + dT = dma. (1) 
Proiectám această ecuaţie pe direcţia tangentialà : 
dm gsin0 + dT = dma, dm = ads = ARdO (2) 


şi integrám (sumăm) pe tot lanţul, observind că a, = const (același pentru 
toate elementele lanţului) : 


a v=a 
una gino + a = nes aof simo d0 + T | =a jam = ma 
d "n i4 
XRg(l — cosa) = ma, dar x = ljR, (3) 
(tensiunea în secţiunile de la capetele lanţului este zero), 
=g R 1— m ;li«nE[2. (4) 
i R 


La limită pentru l = zR;2: 
a = 2g[z = 0,64 g. (5) 
(observăm că a, este media Iui g sind pe un sfert de cerc). 
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Gazul 1 > zR[2. Integrăm ecuaţia (3) între limitele (0, 7/2): 


pa 8277/2 e 
Rg | sing 40 + r| =R a, sau AR + To = XR Zan (6) 
„e 2 2 


unde am notat cu T, tensiunea în secţiunea 0 — z/2. Pentru a o afla 
scriem lex secunda pentru porțiunea de lanţ atirnată : 


XL — zR[2)g — T, = MI—zR[2)u, To = X0 — zRI2)g—a), (1) 
astfel încît (6) dà: 
NE j ; (8) 


La limită cînd l = zR/2 regăsim (5), iar cind i1» zR[2, a, > g. 


4 = 


| 
Q 
ge 
M 
| 
== 
qms 
tola 


1 s 
* 1340. E, = mot = As’, v = s VBA, (1) 
200r /— 24 dr E __ 24 2 
8 ei m d qv o y A 9 


F = ma —m V F & = my (2As[my F RE = 
= 24s VI F sz] R2, (3) 
** 1.3.71. Lex secunda se serie: 
F — mg = ma sau mg(i — 2Ay) =m rz (1) 
Pentru a putea integra înmulţim ecuaţia cu dy = vdt : 


mg — 249) dy = m E dy = mode (2) 
gi integrám : 
mg — 2Ay) dy = mg(y — Ay!) = LL = E Une? +0, 
unde constanta de integrare se determină din condițiile inițiale : 
la t = 0 avem v = 0 şi y = 0, rezultă € = 0, 
mag — Ay) = Z- me. (3) 


Aceasta nu este altceva decit teorema variaţiei energiei cinetice : 
Y 
L = AE, L= (ra — 2Ay) dy = mg(y — Ay?) = AE, = a: mu?, 
0 
Punem condiția de oprire la înălţimea maximă v = 0: 


mg(y — Ay?) — 0, Yma = 1A. (4) 
Lucrul mecanic cerut : 


y» 
A 
L | Fdy 2mg(l — Ay) dy = 2mg(y 
J 
9 


Ct aene 


Punind aici y = Yan = 1/4, găsim: 


L = mgl[A. (6) 
9c parue LS. a) 
dr y* r? 
F = pentru r, = 2ajb, (2) 
U min = U(r) = — b?j(4a) < 0. (83) 
57 
Y 
V 
V y 
N 


_ ip 13.728 
b) Condiţia de extremum pentru F este anularea derivatei : 
a 
ES = — 6aj[r* + 2b[r? = 0, ra = Sajb, (4) 
T 
Pa = — b5/(21a2), (atractivă). (5) 
c) Vd. figura, în punctul 7, graficul lui U are un punct de inflexiune. 
* 1.3.73. a) a, = At = cR, v = VAR- Jt, 1) 
do — 1 
a, = — = [AR— =. 2 
i SF Q) 
— D at TE 
== l 4 — n = EE / — 
P = P v = Fw = muv =m\AR zy YARyt = 
= E mA = const. (3) 
b) P = Pv = Fw = maw = m E o = Po. (4) 
6 


Separăm variabilele $i integrám : 


1 
È mrav =- m? = CP = Pat +0, 
> = " CENE TUTTA 
unde constanta. de integrare se determină din condiţia iniţială: la t == 0 
avem vc =0: 


" mo? = Pot, as = vB = 2Pot/(mR). (5) 


Se putea integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
v [i 

i A A > . 

modo = — mv? = | Poll = Pit: 


9 
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Puterea, (3) fiind constantă, lucrul mecanic efectuat este egal cu 
puterea ori timp $i conform teoremei energiei cinetice : 


AE, = X m? = P, 


deci nu este neeesar aici calculul integral. 


- EA l— a 
t+ 13.74. — pmg i umg = = ma =m ür* 


Fig IATER 
( y) mg z mg =m es l (1) 
Ho Uu T pa dt 
mi dv f 
— (us — 1) TE (u + as) = m E, a = LI (2) 
l dt ua Ba 
sau 
aa -+ a-) , m 
= Ha a) = m TET, pu (ug — p E. G3) 


Aceasta este binecunoscuta ecuaţie diferenţială a Wo T armonie 
cu soluţia cunoscută : 


a + To = Asin(Vkjm - t +a), (4) 

v = & = \kjm Acos(E[m t + 2) o = k/m = Voteaza, (5) 

unde constantele de integrare 4, « se determină din condițiile inițiale : 
là t = 0 avem g — 0 $i v = vy: 


4, = Asina, vo = Vi] Acosa == eAcosa, 


A =V% F kjo, tga = sefte; (6) 
rezultă / 
a =W + de? sin(et-r a) — ao. a) 


Distanţa pînă la opnre se obține cînd sinusul este 1 : 
în = V do: — ao = VE: (ua ~m) 0: lg (ua — pa) — 


1 — ly: (ta~ ua). (8) 
Acest rezultat este valabil dacă £m < l, cosac dà condiţia : 
v6 < 2ig(pa + ua)2 sau l > câ: [glu + ug). (8) 


Timpul pînă la oprire (v = 0) se obţine ain condiția : 


l (x 
ot + a = n[25 la = — [* Es a) = 


BES u| 

= y : arcctg A | LÁ (10) 
gtz — ua) vo #2 

Propunem cititorului să regăsească din (8) si (10) prin trecere la limită 

ua = u rezultatele cunoreute : 


Em = c(2ug), în = vol(v$)- 
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Rezultatele de mai sus se pet obține direct din ecuaţia fundamentală 
(3) prin înmulţire cu da = vdt si integrare : 


— h(a + ay) dy = m e» de = mrdr, 


— d (2 + a) dz = A. (a E Po)? (măr ES E mo? + 0, (11) 


unde constanta de integrare se obține din condiţiile initiale : la / = 0 avem 
g = 0 și v = v: 
1 RE 1 LES d 
= ka — S met O, — ze + wy + E: ka = 


1 1 
—-—-mv—-— mu. 12 
: L må a2) 


Aceasta nu este alteeva decit teorema variaţiei energiei cinetice : 
z 


L= | ras = Ab; D= x k(z -+ 20) de = 


9 


1 i " 1 2 1 
= — ds ca PEL = ABE, = — t mw. 


Punind condiția de oprire v = 0, obţinem (8): 


aw = Vai + mök — m. 
Scoţind pe z + 2, din (12) si introducind în (3), găsim 
— kVa (30) = m r2 2 = k[m. 
Separám variabilele si integrám : 


odt = 


v 
odt = ot =h e = BIC CO + 
| Vota? 4o — v? Y o2 J- vi 


unde constanta de integrare se determină din condiţia inialá: la t = 0 
avem v = v: 


C, 


ot = arc COS ŞI — Ure C08 1j— 
y o 


os + 


o = V2 F o cos (o + are cos — (13) 
ceea ce coincide cu (5), dacă ne amintim că 

are cosg = arctg Vije? — 1, pentru e > 0. (14) 

b) Q* = — Fp = k(v + to = kAsin(ot + a): oAcos(ot + a) = 
— pats sin(Pot + 24), (15) 

opaco E. Ld 
0h. = Late c mil a uM :-u | ag 
2 2 Vol pa — ui) 
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(in acest eaz sinusul și cosinusul sint. 1//2 si a + de = A/y2, v=vA; 2). 
Rezultatul se e obține si altfel, de exempiu scoatem v din (12) : 


= (a om) VF ené— oa x = 


= kols + £) VA? — (x F ao. (17) 
Condiţia de extremum este anularea derivatei : 
* TEN! 2 - 
E ai ko Buc d uec yS Fay = 42. (18) 
dz y 4?— (s + 20) 
În sfirsit se putea exprima Q* prin viteză (scoatem pe x + z, din (12)): 
Q* — he ago = Vai 2 voo = kl A3 — vifo? - v, 
* 2 
ES et =k a4 =0 >= 4/2. 
dv Va 
e) Să considerăm acum cazul 
o? > lgl + ug)? sau T < câ:lg(pa + pa)]. (19) 
În acest caz sania intră complet pe asfalt si forța de frecare devine cons- 
tanti F; = — umg. Viteza saniei în momentul cînd intră complet pe 
asfalt se obţine din (12) punînd condi(ia 2 = l: 
o? — d 0203 — ol + a) — olA? — (L+ asl, (20) 
de unde distanța parcursă piná la oprire : 


s = + v" f(2u,9). (21) 


Timpul i în momentul intrárii complete a saniei pe asfalt se obține din (7) 
punind condiţia æ =l: 


inet + a) = (+ aA, t cL (are sin is a, y 
€ 


astfel încît timpul total pinà la oprire: 


T= A e'u). (23) 
“e 132785.2)P — ES ES plop — v) = ma = m T . (1) 
2 £ 
Separăm variabilele si integrăm : 
h O, TI 
S (a = pa 2 [d 2 
— kS plog — vy Y kSp (ry — v)? 
2 E 
2m ] i 
-——1—— 24€ 
kS p et J: 
unde constanta de integrare se determină din condiția iniţială : la t = 0 
avem v =0: 0 = 1v + C, € = — 1fiy 
2m i 1 1 
(zh aa e 
kSge X» vo ifta + kS pti(2m) 


Se poate integra si definit (imitele de integrare se corespund) : 


Li 
dt — t _2m de +, 2m ( 1 zi : 
kSe j) (to — t)? RS Veg —* v 
0 
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Gentinuám integrarea : 


do = vdt, [ao = 2= fvat = f (v — T T = a 
vo et[(2m 


2m [£1 ES | 
"ol In i]4- 0 
“a kS p | [= S 2m ) i I 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 


lat = 0 avem z — 0: las li se 0^ li 
9o 9o 
2n kS p 
LE EE 3 
4s rr a 6) 


Se poate integra şi definit (limitele de integrare se corespund) : 


x 


t 
dr = v% = (2 area ar = eu - 
1/09 + RS gti(2m) 
0 0 


2m is l/rg + KS gt/(2m) A 
IS e 1/v9 
b) Teoretic barca atinge viteza vintului v; cînd t — co (atunci şi m — co). 
Timpul cerut se obţine. punind v = f», în legea vitezei (2) : 
9 
i ae SA (4) 
kSgvo, 1—f 

Luind m = 130 kg, k = 1,0, S = 10 m?*, o = 1,3. kg/m?, v = 10 m/s, 
= 0,99 = 99%, d = & 30 min. 
Dacă înlocuim pe t (2) in a(3) găsim 2 = æ(v) : 


9 j 

e=” ( v ià ze): (5) 

kSpg V vo —v Vo — 9 
Distanţa parcursă in timpul c (4) se obţine introducind v = fv», in 

(5) sau «(4) în (3): 
2 

j= zt f£. dri ) (6) 

kSo M —f d e fi 


Ca evaluare: s æ 2,0 km. 
Se poate obţine s = s(v) direct prin integrare, inmultind ambii membri 


ai ecuaţiei fundamentale eu v = E : 
di 
(dt da = i modo — Si 2m v Es Uo + to To; 
y ES elv — v)? Se (vy — vy? 
dz = a Lo 2m | de 4 vlv à | 2 
Sp LJe — vw J (=o)? 3 


2m 


1 
-———|InJ[v — vltv + 0] 
ml | or FE i , 


unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la £ = 0 
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avem v = 0 si 2 = 0: 0 = In v + 1 + €", C" = — In e, — 1, 
2 [m ee 4 v ] 


ES e To v, —v 
Se poatezintegra si definit (limitele de integrare se corespund) : 


n 
Do 


0 0 


p—9, | i Vi ( $ AX i 
kS p —f5 | P t9 — v E 
o) Puterea dezvoltată de forţa vintului : 


P = Po = AS e(vo—v)* : v. (7) 


Dacă scriem 
P ~ (va — c)(vy — v): 2v, 
atunci avem un produs de 3 factori (numai doi diferiți) a căror sumă este 
constantă, de aceea produsul va fi maxim cînd factorii sint egal între ei: 
vo — V = vo — v = 2%, c = «J3. (8) 
Acest rezultat se poate obține, desigur, punind condiția de anulare à 
derivatei : 
P'(v) ~ — 2(00 — v)r + (vo — v)? = 0, de unde v = v3 
(v = v, corespunde minimului P = 0 si nu este realizabil fizicește). 


** 1.3.76. N — mgsin0 = ma,—mv?|R, mg cosh — uN —ma,—m Z, (1) 


Eliminám pe N din cele două ecuaţii: 
dv 4 " 
m En = mg cos0 — u(mg sin0 + mv?/ It), 
€ 


înmulțim cu ds = edt = Ztd0: 
m T ds vmv*d6 + mg(cos0 — usin 0)Rd0 
d 


sau 


QE, + 24 E,d0 = mg(cos0 — y Sin0) Rað. (2) 
Aic, variabilele nu se separă direct, dar inmultind ecuaţia cu un factor 
convenabil (numit factor integrand), variabilele se separá. 
În cazul nostru inmultim cu 62% ; 
ep, + 2 yue*9E.d0 = mg(cos0 — y sin 0) Red 
sau 
d(E,e??) = mpg(cos0 — using) R e**d0. (3) 
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Integrám : 


(aur, e = Ee = mgR Ves — y 8in9) e 46. (4) 
J 

Integrala din membrul drept este uşor de calculat, fiindcă integrala func- 
tiei exponentiale înmulțită cu funcții trigonometrice este de acelaşi tip 
şi aplicăm metoda identificării : 


| coso — using) e™ d0 = (A cos0 + B sin0) e™ + C. 


Prin derivarea membrului drept trebuie să regăsim integrandul din stînga : 
(cos0 — u s1n0) e?** — (— A sin0 + B cos0) e + 
+ 2u(.Aco80 + Bsin8) e^, 
prin identificare : 
l—B-F2uA4, — u = — A + 24B, 
de unde 
— 942 
4 BE. dT 
1+ 4p? 1+ 4u? 


Integrala (4) devine : 


3ucosð + (1 — 2u?) sin 
1 + 4u? 
unde constanta de integrare se determină din condiţia inițială : la 1 = 0 


E, = mgR 


H Ce-?, 


avem 0 = 0 si E, = 0: 0 = mgR Su + C, astfel încît : 
1 -+ 4y? 
= -L me = — "IR ; EY 
piece m = apa D cos0 + (1 — 2u?) sin — 3 ue-20). (6) 


(**) 1.3.77. a) Cimpul de forte este conservativ : 


We Fo)da = + Fox pentru v > 0, 
[J 


3 — ove = — Poe pentru w < 0 
0 


deci E,(x) = Folz|. 


Fig 137A b 
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Am ales E, = 0 in origine (Vd. figura). Particula se mişcă în „groapă 
de potential" din figură, fiind supusă şi la o forță de frecare. 

Teorema variației energiei mecanice spune că variaţia energiei meca- 
nice este egală cu lucrul mecanic al forțelor meconservative : 


A(E, + Ep) = Laecons. = mara da. (2) 


Fortele de frecare sînt neconservative, ele se opun mişcării si fac lucru meca- 
nie negativ, deci energia mecanică scade, transformindu-se în căldură. 
În cazul nostru particula are iniţial energie potenţială E,(z,) = Fs; 
ea va oscila în jurul originii pînă se va opri în origine : £,(0) = 0, energia 
sa potenţială transformindu-se în căldură, deci 

Q = Foto = 1,00 J. (3) 
b) Deoarece forţele sint constante mişcarea va îi uniform variată cu acce- 
leratia 


1 n 1 ; $ 
a = — (F F, + F;) sau a = — (+ Fo — F7). 
m m 
Dar pentru mişcarea uniform variată este valabilă formula lui Galilei 
o = V+ a(x — a) (4) 
al cărei grafic este o parabolă (cu axa de simetrie Oa) : 


1 r T s g 
=> + (» im d ) (funcţie pătratică), (5) 


de aceea graficul v = v(x) este format din segmente de parabolă ca in 
figură. 


Ag t378R 
Ag 137%R 


** 1.3.78. a) c este viteza limită maximă posibilă (pentru î > oo), iar 
= este momentul in care viteza atinge valoarea c/2 (vd. figura). 


do ec 

b durer eic gne 1 
dani (t+ 7}? (1) 

"i mec 
F = ma = aa (2) 

z t t i 

L =f ra = | rvar | met Lo S = 
) 1 (t + 7P i+ 


L = AE, = — me. (4) 


vk cdam iut SĂ E i daj a T 
dt dt dt 


separăm variabilele și integrám : 


at dv EL , | do 1 (Ine + 0), 


Av’ Av A 
unde constanta de integrare se determină din condiția inițială : 
la t = 0 avem v = vo: 0 = In e, + 0, C = — lnv 
1 v 
t = —ln—, v= te^. (1) 
A fe , o! 


Se putea integra și definit (limitele de integrare se corespund): 
1 


dt = t = dv ems Ain A, 
Av A To 


0 vo s 
Pentru a afla lucrul mecanic putem aplica direct teorema variației ener- 
giei cinetice : 
L = AÈ, = E. mv? — ES $ = a mieti — 1) (2) 
= Ve = 3 3 mii = 2 r1 A 
u-— Ó—Ü 
Din legea vitezei (1) se vede imediat că pentru t = 1/4, viteza v = tee, 
deci devine de e — 2,7 ori mai mare decit cea iniţială. 
** 1.3.80. dL = P d7 = F cos0 ds = (F, + As) cos (Bs): ds, 
r 
L= | dL = Mods + aes am ds. 
Să caleulám integrala (prin părți) : 


= | a cosy da = | ad(sma) = g sing — | sna dz = 


= g sing + cosa. (1) 
Deci în cazul nostru : 


L-—F, |a + zi Bs cos(Bs) d(Bs) = Fos + 4 (BssmBs + cosBs) + C 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine : 


A 
las—0,L—0;0 3 T6 


pe 
L = Ps + s (Bs sinBs + cos Bs — 1). (2) 


Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
2 L s 


|az= L= (ras + ES Bs cos( Bs) d(Bs) = Fos + 
[i] 


o 0 


A : 
T P (Bs sinBs + eos Bs) 


0 
Lucrul mecanic total, cerut, se obţine imediat punind z/2— Bs, s = z/(2B)1 


A (Tau n T 
L =- F — | — sin — + cos — — 1| = 
2B tals Rr. ) 
T A T 
m A diei. 3 
2B esl ) 5 
es dz 


1.381. e— TT — B+ 201, a E 20, F = ma = 2m0, 
Ga 


1 1 


L = | rar = | Poar = (2mos + 2Ct)dt = 2mC(Bt + 0t) = 
0 o 


0 


= 2m Ct(B + Ct). 
1.4. Impulsul mecanie 


1.44. bla = Veg, mjm, = Vale 
1.4.2.  — d (m,4—m) : (m, + m; + M) = 1,00 m. 


1.43. z = — hm,: (mj + m; + M) = — 0,20 m. 
41 

mg 
4 cu lo i 

[ BAA «v f 

, Că 
fig. 1412 mg mg 
fj té p a Li 
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1.4.4. f = 4(vy]v, — 12/02) = 3695. 
1.45. Ej|E, = [((1 — r) : (1 + 7r). 
1.4.6. v — 2 mv, : (m, + ma) ^ 26] mima > co. 
1.4.7. p = (2—f) nm(v F u)? = 1,02 kN, resp. 2,30 kN. 
1.4.8... = 2g. 
1.4.9.2) T = " (mj — mag = 9,8 N; 
1 m; y 3 
b) ai 1+ —4 : 2 == Ă 
JA 2 EVE 2m, à cl 2 


1.4.10. a) simultan: v4 =u. 2m: (M + 2m) = 2,0 m/s, succesiv: 
t? = um: (M + m) 4- 1: (M + 2m)] = 2,2 m/s; 
b) Simultan: v, = 0; succesiv: 
vy = — um?: [CM + mM + 2m)] = — 0,20 m/s. 


1.4.11. i A e. T 

1.4.12. k)y-i; n = [4k : (1 + pp 

1.4.13. ha =h dest = zin em. 

1.4.14. vo = V2ugi + m|M) = 3,0 mjs. 

1.4.15. s = mat: [2ug(ma + m)] = 70 cm. 

1.4.16. v = Q ugi + m|M) = 2,8 mjs. 

1.4.17. v = V2Wm,; imam + mi] = 200 m/s, resp. 100 m/s. 

1.4.18. v = 2/2għ = 8,4 m/s. 

1.4.19. fc i — (ovo)? — (Lr tino P m[M = 0,64. 

1.4.20. (1—f2] +1 = 

1.4.21. Ls = —um : (m + W = —0,20 m/s; y = v$ : (2gs) = 0,010 
Nolo E uL qas y. 

2 m-- M 


1.4.22. h’ = 2gh? : (| AP |/m — V2gh): = 7,0 cm. 
1.4.23. Q = mgh + I mMv? : (m 4- M) = 164,1 J. 
1.4.84. P = Qui = n kN. 

1.4.25. F = niega F 2gh4m; + m; = 1,96 kN. 


1.4.26. t= Yay 14-f + k): (1—Ek) ; 5 — h(1 + k2) : (1L— k?)= 5,2 m. 
1.4.27. v, = —um : (m4 d 0,60 m/s; E, — aue :(m+ M)— 
—12, JI. 


ID = mg : [2ug (m + m,)] = 2,45 m. 
1.4.29. vi =v + um: (M + m) = 0,80 m/s, 


vt; = v + um? : [X( Ms mre DR M/S, vg =v —um(M + 2m): 
: (M + m} = 0,38 m/s. 


(**) 1.4.30. Feorema variației impulsului pentru punctul material V dt — 
= mA în cazul unidimensional (proiectată pe axa Oa) dá 


yu om No; a) 


Aplicám această teoremă separat pentru cele două corpuri. Observăm 
că impulsul forței (Fd! reprezintă aria mărginită de graficul forţei. În 
procesul ciocnirii interactia este descrisă prin cele două forte de percuție, 
acţiunea şi reacţiunea. În cazul nostru asupra primului corp acţionează 
forţa — |F |, iar asupra celui de-al doilea forţa + |F|, pe axa Oz. Aria 


$ E m Saga | A 
Făt sste în cazul nostru aria unui triunghi : Ben prin urmare : 


1 
— Pe = Mvi — Matu să Fot = Mata — Mata (2) 
de unde 
; il ; l p 
vi = ù — —— Fyr = — 10 m/5; e; = v4, + —— Fo = — 5,0 m/s. (3) 
2m, 2m; 
Coeficientul de restituţie este prin definiţie : 
k (vi — va) : (ta — Va) = 0,20. (4) 
Căldura degajată prin ciocnire : 
1 doo zp.* d : 
Q A my + $ mari E mti? Er marg? 
1 4 
— — 7 — (1—R?) (esta) = 40 J. (5) 


2 m +m, 

Se poate judeca si fără integrale, scriind legea (1) astfel 
(PAL = mv, (6) 
unde (P) este forța medie pe intervalul de timp At. Dar din definiţia 
și interpretarea geometrică a valorii medii rezultă cá (PYAL este aria 
de sub graficul forţei în diagrama F — t (forţa reprezentată în funcţie 
de timp). 
1.4.31. ho = Se — V2gh - m[m,?? = 46 m. 
g 


1.4.32. v” = să IP CO Fn = 109, t 
8 


Je t$ ov" d 1,28 s. 


g E E 
1.4.33. Vem = (Mata + mata): (m, + mg) = 3, Bem. 
1.4.34. AE, = 2m, (v, + v) = 1,00- 10722 J, Ss = —2m(v 4v) = 


= — 0,50- 10-22 N.s. 
1.4.35. a) 4m,ms : (m, + ma), b) mama: (m, + mo), C) ma: (m, 4- ms), 
d) mi = Mg 
1.4.36. aem = 9(ma — mi? : (m, + ma) = 0,39 m/s?. 
1.4.37. Mi, 2 = v4 4(v, + v)? T/(2zy) = 3,1 - 10% kg, resp. 1,85 - 10% kg. 
1.4.38. T = 4z*n?Umqmg : (m, + m3) = 9,46 N. 
8 


1.4.39. 1 — 1/n <f < 1 — 1/n? sau E f X 


1.4 P mjm, = VE, + VE): (VE; — VE) — 15,6. 
1.4.41. v” is — Vo? m: (m + M) = 1,00 m/s. 
1. ax, Oax = 12 vos tmin = 137 l: (120 v). 
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1.4.43. a) sin(a4/2) = sin(a,/2) - (m, — m): „(m + ma), 4 = — 11?29', 
sin(aj/2) = sin(a,/2) : 2m, : (m; + mj), ai = 479; b) sin(a'/2) = sin(a2)- 
“im : (m4m), a —234' ; e) Q — 291 af): mama : (ma ma) — 1,18 J. 

1.444. = [m + MgA + (m + MP gH : (m + M) = 12mj[s. 

1.448. N = [(v/d)/2h]g] = 90. 

á 1,446. i-/2]g[—Y H — h— M : (M-4pm)--Y E 5) M? : (M 3-m): À-h] — 

= 0,458. 

1.4.47. v = V gl M : (m 4- M) sin2«], vma = 1,4 m/s pentru g = 45°. 


448. v, = [gl = 3,83 m/s pt. tga = 1 +, Wd 
1 mM a 
[1 2) = 276 I > Wa = — Li F m]X. 
(1-3) a = Lg) ml 


1.4.49. 2, = 2u(f2gh - t + 2h) & 9 m. 
1.4.50. H = (m| M)? (v, sina — |/2gh)' (2g) = 11 em. 


1451. 1 = vjs get, ej = 60 m/s; vo cosa = sV/gf (2h) = 150 m/s 


tgB = kei: [(1 + k)vg cosa] = 4/15; vicosg = (1 + b)eo cosa = 450 a, 
b = [tea + Vig26 + 2gh[(v cos?B)]: ve cos?ß : g = 11,88 km. 
1.4.52. v = v, [sin?Q + n*sin?a — 2n sina sinp cos(a + B)]"* : 

: [1 + n) sing] = 14 m/s. 
L. 1.38. w — mgl + m[ M)/(Ah) = 347 J. 


4.54. m = h cosè 2a'= 1,00 m, b = 2h sin 4g = 6,93 m. 
7 P 55. 1 = Greer 2h) — 1,00 m/s. 
1.4.56. tute = ,— f = 0,50. 


1 
1 
H 
[ 


Fig th sez 


FR 
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1.4.57. ami enta e 0,2 w fh 
1.4.58. c, = | yi sing = 3,5 mj ris = 2m* \ gl sing = 7,0 N. 
1.4.59. sing = LK), a = 30°. 
1.4.60. tg =n: T n ELS 


4g. 1460R Fig. Thef 


1.4.61. | Fie | i 
£& e (cos a. — u sina), To. 


cicenhii, t = rolcosa — uting) — pyt & 
uctga), s h(1/— ctga)(cosa— y sing)?— 


= 1,00 m. 
is 4.62. Condiţia de oprire la baza planului : —mg|N 'e( e. ) 
Juv, Sin ce 


v C05 oc 


4. 
g “sin a 


Fig 1462R 5 
(N — reacţiunea planului orizontal care este sigur indeplinità dacă 97 5- 


— a, ceea ce se intimplá în cazul nostru. 
1.4.63. V’ = vo(cosa — using) — ugz — 0 dă condiţia dinTenunt. 


; simo) 


Fig i443R 
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1.4.64. Condiţia de oprire: u > (1 —mg[N) ctg « (vd. problema 1.4.62) 
este sigur îndeplinită dacă u >ctg a sau p > 900 — a. 


1.4.65. Vmax = gT/(2 sina) = 9,8 m/s, Vmin --l.gT ctga = 8,49 m/s. 


| 1.4.66. 7—12 sina /2s/g: [Vsin?a — p? costa (/sina 4- u cosa — 
—Vsina —y cosa)] = 9,37 s, d = stga/u = 16,3 m. 
1.4.67. H = h + Lsin?a = 1,00 m. 
1.4.68. 7 = 8 h sina = 4,0 m. 
1.4.69. cosa = 2/3, a = 35° sau cosa = |2[5, a = 50°40’. 


^ NA 
^ A / N 
N fe ^c Y 
NE: 2074 NS Fá N 
zya- y N 
E DR Ar Za E RIN 3 ec TON REI. 
A a Inel 
ecc gr eme 
a Fig. (4 59 b 
1.4.70. u = l/2mgl : [MO + Hm= - 0,70 m/s. 
1.4.71. h = l cos? 2œ = 0,20 
rai i eee iei 5 


E 
3j 


fig: GTR Fette 


1.4.72. v = 2 gi Msin-* (m + M)sin sa =22,7 m/s sau 0,3 m/s. 
m ^ 
1.4.73. T — mg (3 cos — 2 cosa), Tmar = 3 mg cos0, = T, = 1,5 mg, 
0, = 60°, H — h + l (1 — cos?6,) = 1,00 m. ; 
dT, tii Tam : (m + M)? = 022, uu, == mè: (m + M) = 


imax 


= 0,055 
1.4.75. s = AW M : [mg(m4-2M)], F = Var: (m + 2M); 


L 
barcă: Mz” a? s x W[(mg), Pa E VmW ; slep: M > m, s = 2W (mg), 


Pu m m. 
1.4.76. a) F = 5mg = 490 N, b) F = 6mg = 588 N. 
1.4.77. »2V Ro a + M]m) = 17,8 m/s. : 
(*) 1.4.78. E; = — mima (20)? : (m, + ma), f = BEE [ 3 mm 4v? 


2 


1 i 
fms + ma) |: [a mer p Paot |= amama : (m +m 0 
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'Transcriem rezultatul astfel : 
4 


Vina + /me]ma): T 


Acum se vede cá la numitor avem suma a două mărimi variabile, dar al 
căror produs este constant, deci suma va fi minimă cînd termenii sint 
egali (atunci fractia f va fi maximă) : 


mama = m,m, de unde m, = ms. (3) 


Deci in cazul ciocnirii considerate cantitatea de căldură degajată este 
maximă cînd masele sint egale între ele. 
Altfel, cu ajutorul derivatelor : 


4 1 "S 
f= 3! unde F(r) = r + Sie Vm, fms, 


1 — 
F'(r)=0=1— L3 de unde r = 1 = Vals. 
r 


" 2 
FU(r)-— Pr 0. 

Numitorul fiind minim, fractia va fi maximă. 

1.4.79. —AE,JE, —1— Juli: 

1.4.80. mm, = k: (2 + k) = 1/3. 

1.4.81. Condiţia de posibilitate a problemei : 2md/(z 00 M)= 4n en i 
pad punctul A şi = 4n ri 3 pentru B; tga = (l/d) [(nk]2)? : 2— 

= Vg V. F PJE): Ark)? F (m): 4— i. 

1.4.82. ma = bm,[3 = ET kg. 

1.4.83. e; = (1/mj) mic? + ma? = 7,07 m/s, 


Q z ml ms;[m;) = 2,5 J. 


1.4.84. Q = L makli — m/m) = 25J. 


^o 
N 

* 

Sul 


is, 


i “4 
Figli hR 4 


1 3 
1.4.05. v = z PE :(1/m; + l/m, + 1/m;), i = 1,2,3. 
4 


Fig. te 555. 


1.4.86. tc (r—1) :(r- ED, vi 7062 :[r0--1)] tg0=V (7— 1) : (r 4 1). 
1.4.97. v; = v, sin 03: sin(0, + 9), 4$ = (m/m) sin 6, : sin(0,4- 0) ; 


AE, = mettons ma) sin20, + sin20, — sin*(6, -+ 0,)] : sin(6;-1-6,), con- 
difia m, = m, $i AE, = 0 dă 6, -+ 0, = 90°. 
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* — 1.4.08. Din triunghiul impulsurilor (teorema cosinusului) : 


(mav)? = (m,v,)* + (mvi)? — 2m,"ym,v; Cos0. (1) 
Conservarea energiei cinetice (ciocnire perfect elastică) : 
1 EN 1 
— m = — m, v + — Mao, 
2 m, 2 19 d 2 202 (2) 


a) Din cele două ecuații rezultă 
vi —v,(m, cos 0-E|/m2 — m? sin?0) : (m, + m,) = 


= — — (eos8 F Vr? = sin20), 
l+r 


ds mul sso acr osa [7 — S8, X7 coso VP —smmsie|er ^^ (3) 
i r = Mmm. 


Schimbarea semnului lui 0 dă aceeaşi soluție, de aceea vom considera 
0e (0, x], sin 0>0. 
Deoarece v; = [|Vj| > 0, soluţia cu minus radical este admisibilă dacă 
cos20 >r? — sin*0, adică rsl. 
Pentru r = 1, (m, = ma) avem. 
vi = 0, v; = v, Sau vi = Y COSO, v; = v, SinO,(m, = ma), (4) 
în ultimul caz particulele pleacă pe direcții perpendiculare între ele. În 


primul caz 0 este nedeterminat, dar se poate considera 0 — rà 8i atunci 


primul caz apare ca un caz limită al celui de-al doilea. 
Pentru r < 1, 0 < x/2, (sin < r) avem cele două soluţii. 
Pentru r < 1, 0 > 7/2, (sin < r) avem numai soluţia cu plus radical. 
Pentru r > 1, avem numai soluţia cu plus radical. 
s a 1 > 1 s 1 
b) f= — AEa: Ea = (mi c nuit) (a muri) = 


4 


= o (r + sin20 + cos J/7? = sin20). (5) 
a+r)? . 
€) Fraetiunea f depinde de raportul r = m/m, $i de unghiul 0. 
Să considerăm întîi r = 1, atunci 
f= 1 sau f = sin?0, deci f este maxim cînd 
vi = 0, n = 0, (0 > 7/2). 
Să considerăm si cazul particular sing =r < 1, atunci 
2r 2 sin 
f 14r 1 4+ sing 
care creste monoton către 1 cînd r = sinb — 1. 


(r = sin < 1) 
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Sá calculăm cele două derivate parţiale : 
af 2 
Ór (1 + r)%/r2—sin20 


[(1—r—2sin28)y r? —sin?0 4-cos 0(r —r24-2 sin?0)]. 


(7) 
Pentru r = 1 această derivată se poate anula. Acest caz l-am con- 
siderat mai sus. 
Scriind f sub forma : 
2 


fes Tm Ed } 1 — cos?9 + cos lr? 1 + cos?0), (8) 
avem 
af Of | 0cos0 sing S. 
00 0cos0 | 00 0 cos 
+ 2 at 
sin 0. o (cosb 2 — sin20)2. 9 
(14-7)? r2—sin20 i TN l 4 


Această derivată se poate anula pentru r — 1, caz pe care l-am studiat, 
sau pentru 0 = 0 sau (caz unidimensional) cînd obţinem : 
4r 
= ——— = 4mm,: (m m 10 
f În = (1 4- rj 1 ( 1+ 25 ( ) 
care este maxim pentru r = 1 (m, = ma) cind faas = 1. 
1.4.89. M = 3m[2 = 300 g. 


= 8& 


Fig. 14092 


1.4.90. te(0 + a) = (m, + mj) vj tga: [(m, — ma) e — 2m3v,] = 

= — 3, 0 = 134°. — 

1.4.91. v, — l/2gh : Y M?|m* + Mm = 0,44 m/s. 

1.4.92. d = 2/ (H—h)h (13-m] M) = 2,00 m. 

1.493. W = hM? : (M + m)? = 0,64 m. 

1.4.94. v = VEL — mM : (m + M)*] — 2gR = 2,0 m/s. 

1.4.95. h = Rm/M = 10 cm. 

1.4.96. s = z*?,(16h) = 40 cm. 

1.4.97. v; = emi + mm, + mi: (m, + ma) = 8,7 m/s, v; = 
= Dima: (m; +m) = 4,0 m/s. 

1.4.98. vi = eJ icm, = 4,0 m/s, e = e,m,[m, = 1,8 mjs. 

1.4.99. tea = v, sina: (6 Cosa + 2v, cosp) = 0,634, a' = 32?22', 

der = m " dv? COS? B + 4ov, COS cosg]? = = 3; 03 m/s. 

1.4.100. [(e — v2)? + 03 + 2(0 va) cos da]: = = 14,1 m/s, 
teB = EER sin 2a: [vg + (vr—v») cos 2a] = 1,00, 8 = 45, 


1.4.101. 0, = f2Em; : [mi(ms + m;)] = 2,0 m/s, va = 1,0 iilis 


1.4.102. <f> cm [29k E VB F h? — 1]? = 0,60 kN. 


1/2 
14.103. c F, |k 4 [mee : m (m +10] —4jl em. 
1.4104. v — y2ugl/dK(ug) F am] = 2,2 mls. 
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Fig. 141058 
Fig. 1459 d Abia 
1.4.105. v = — ve, COS 2a : (2 cosa cos), (B trebuie ales), (vj = votga). 
** 1.4106. F= At = ma = m " (1) 
Separăm variabilele și integrăm : 
mdr = Atdt, | ma = | Atdt, m = i At? + C, (2) 


unde constanta de integrare se determină din condiţia, inițială : la t = 0 


d. ds 
avem v = v: mt, = O, mv = a: At? + Moo 


1 
= —— Ať. 2 
v= v + dos (3) 


Se poate integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 
v t 


1 
| md = | Atat, m(v — vo) = Fa: Ab. 
Y. d 
Dealtfel aceasta nu este altceva decit teorema variaţiei impulsului punc- 
tului material. 
Continuăm integrarea : 


dz = odt, \de = s = Ve 2, An)or = vt + loas = to 
2m 6m 


unde constanta de integrare O’ se determină din condiţia inițială : 
la 1 = 0 avem œ = 0; rezultă 0'=0, 


2 = o pe ans, (4) 

6m 
**  1.4.107. Forţa de apăsare se compune din forța ,,staticá" a porţiuni 
de lanţ deja existente pe masă T æg plus o contribuţie „dinamică” dată 


de variaţia de impuls pe unitatea de timp üm-9 Dar îm = e da, 
atunci 
mg m dz mg mg (1 1 
p on a Jg) 305. [.—. gt apa = 
pp m eo Pia + cj) (eee) 
zi ies pentru t < Yg. (1) 
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În momentul final: 


Fa = 3mg. (2) 
Impulsul transmis în timpul dt de elementul de masă dm : 
dp = dm: v = Z- dz: v = 7- Vaga da. (3) 
Integrăm : 
Li Li 
a —^ 2 — 

» - fap = Poe ao = 3g e == na. (4) 

e o 


1.5. Momentul cinetice 
1.5.1. h = pa (tga + us) sina : (1 + uius) = 0,99 m. 
Hahh 


Hah 
Fig t5IR 


1.5.2. T = Tp we = 84,9 N. 


15.3. R — Aya F ctga = 40,8 N, tgB = 2tga, B = 73° 54". 
1.54. tga = ajb + 1]u = 3,00, a = 71734". 
15.5. R = mg F (Acn sing)! — 22 N; tgB — L- 4x?n'lsina—2,0, 


8—63*36', M —mlsina(4z?n?l cosu— g) —12,2 N.m ; T—93l1 cosa/g —1,81 s. 


NS. 
p "mise 
mg $ 
a Fig 15. 
forfele asupra bilei SNR Forțele asupra tije 
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1.5.6. cosa = SL (mid, + md) : (mdi + mad) = dai a = 60° (pen- 
W? 2 
dulul conic), 
1.5.7. N = 4m,m,g : (m, + ma) = 29,4 N. 
1.5.8. F = (VÈ — 1) umg = 0,81 N, z = lji È = 0,71 m. 


Fg 5d 


Sa, 


Fig 159R mg 


1.5.9. tga = u: (cos EA — pe sim 


tjo 


X 

3 i 25: [1 — u? + (14- 92)0080], 
a = 157. 

1.5.10. k = C/R? = 10 N/m 

1.5.11. Se conservă numai direcția lui ib, deci traiectoria rămîne 
plană. m s 

1.5.12. a) Zero, b) jd L/dt| = | M! = mgl sin. 

1.5.13. L = mr,ssina = 1,00 J.s; L faţă de orice punct de pe nor- 
mala in punctul de ciocnire se conservă in procesul ciocnirii. 


* 1.5.14. Momentul Ñ are componentele: M (0, 0, —mga). Se poate 
obţine direct sau din 


ij k | 
dt-T7xÉ-|s y 0 |=Ęl(— mgr) = — Emgeo, t cos ao; (1) 
| 0 —mg0 
Va = Vo COR&,, Vy = Vo Sina, — gt; (2) 
E = vo 0 COSap Y = vo İSİN ay ei (3) 
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L—/íxmv-m le y 0 = E(av,— Yv) = dm mgto cosa, (4) 
vs vy 0| 
Se verifică : M, = F^ L (celelalte componente sint nule). : (5) 
* 15.15. 
| j E | 


M =rxF = |Rcos0 Rsing —lccsa = i(—mgR sin0)--j mg R cos = 


| 
| 0 0 — mg | 


= mgl sin a-i sin 0 -+ j cos), 
Jİ este pe direcţia vitezei v = oR (—i sin0--j cos0), 
| M |= mgl sina = 0,76 N.m. (7) 
| ri j k | 


L =rXmvo =m Reos0 Rsind —lcosa|= 
| | 


— sin  vcos0 Ca «i 
= mal(i cosa cos + j cosa sin + T sina). (8) 
|L| = mel = ml sina Ygljcosa = 0,33 J.s, (9) 
cáci mgtga = mv?|R = mr?/(l sina), v? = gl sin?a/eosa. (10) 
Tinînd seama că d cos = sin 0 ae sinb- c, E sin 0 = cosh: w 
dt dt dt 
(11) 
gi cá lex secunda dá mro = mg tgo, (12) 
rezultá imediat : 
T L 
xl , pe componente: M, = D M, = L,M,—L,z0. (18) 
€ 


1.5.16. Forţele mg si N sint incidente cu diametrul vertical, deci 
My 0 şi Li = const. 
1.5.17. L = - (F,— r5) X mos, IL = mod, (d — sistanţa dintre drepte), 


1.5.18. na =n EIB = 4,0 rot/s, W = iot 2 RBI — 1) = 2,93. 


* 15.19. Forța rezultantă T fiind mese momentul einetie È faţă 


de centru se conservă, deci imediat după arderea firului viteza nu se schimbă 
și energia cinetică se conservă (T Lv). Se schimbă bruse tensiunea din 
firul superior si deoarece pe direcţia radială initial Tọ = mv?/r, iar final 
T = mo]R, T < T, raza de curbură a traiectoriei crește brusc (scade 
și acceleraţia normală). 
Iniţial : 

T, = (mau + mag = mer. (1) 
Final, pentru corpul m: A 
i T — mag = my, (2) 
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Fig. I 5.8 


pentru corpul m: 
T = mv?[R. (3) 
În SR neinertial rotit in jurul centrului O solidar cu particula m, avem 
pe direcţie radială spre centru : 
T — mo?jr = —mr, (4) 


unde mv?/r este „forța complementară de transport” centrifugá, iar T este 
acceleraţia radială centrifugd. ^. 
Scoţind din (1) si (2) me?[r si 7, $i introducind in (4), găsim 


T = myg(m + m, + ma): (m + m4) = 0,245 N. (5) 
De asemenea, din (3) şi (4) rezultă acceleraţia, 
r = v?[r — o?[R, (6) 


care se poate calcula si direct astfel (vd. figura) : 

r Ar = VR? + (R—ry — 2R(R—r) cos d6. 
Mărimea Ar este de ordinul doi infinitezimal, deaceea cosd0 trebuie dez- 
voltat piná la ordinul doi: 


cos dô — 1 -Zao 


Atunci rezultă 


Ar = yr? R(R—r) d0 — r =r ! 14 E R(R—r)d92—». 


și aproximind radicalul cu formula cunoscută 
(+a &1-rFpz, pe, |z| «1, (la noi p = 1/2), (7) 
găsim (RAO = vdt) : 
l E—r 


Ar l R(R—r)d0? v?dt?, 
2r 2 Rr 


Identificind cu dezvoltarea lui Ar : 
Ar = rdt pu € 
găsim 


r=0,r= 


v (8) 
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şi deci in concordanţă cu (6): 
r ”( i =) = zs v?. (9) 


Y R 
Revenind la ecuaţiile (3) şi (1) 


T = met|R = S (m, + mag, 
R m 


de unde, folosind si (5), rezultă: 
R _ (mat mag _ m +m m + m 


1,6. (10) 
T T ma m + Ma + Ma 
* 1.5.20. M (0, 0, —mgl sinb), (1) 
ceea ce se poate obtine direct sau din 
D j p 
Jb —rxP —|lsinü —1cos0 0|— g(—mgl sin0). (2) 


0 —mg 0 
(Tensiunea T nu dă moment faţă de punctul de suspensie — are braţul 
Zero). 


L(0,0, mol), (3) 
ceea, ce se poate obţine direct sau din 
D Fi k 
L =rxmo=m|lsin0 —lcosð 0 p 


| = k mal. (4) 
| 


vcos0  vsin0 0 
'Tinind seama cá m = F, dă în cazul nostru 
do 


= — mgsin 5 
dt g , (5) 


avem 


M, = x L, (celelalte componente sint nule). (6) 


1.6. Meeanica rigidului 
1.6.1. Vd. figura, (v) = 3ul/r. 
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1.6.2. to = ep = V (ri + ri): 
fc. = Up. = (va + tp)]2, Vc, = — Yoy = (vp—04)]2. 
| 1.6.3. vo = o(R + VR? — v1) maximă, vp = — o(R — V R:—24) 

minimá. 

1.6.4. T, = gm,(2mg + m): (m, + ms + m) = 3,6 N, T,—gm,(2m,4- 
+m): (m, + m, + m) = 4,0 N. 

1.6.5 v = Ve —4] Ry —gh—8,9 m[s ; eq, =gh R(R—h)=1,10™®/s. 

1.6.6. v = rVgjb = 3,1 emys. 
* 1.6.7. Conservarea energiei: 


vg Ag 1593 


mgl (1—cos0) = -— mv? : m (ol), 
de unde 
2g 
o? = Leon). (1) 
Prin derivare in raport cu timpul : 
2 
20% = x sind- 6, dar ó = e, 6 = o, 
de unde rezultă 
e =- sin0. (2) 


Accelerafiile CM al halterei : 
a, = 02(1/2) = g (L—cos0), 


a, = e (12) = 2. sing. (3) 
Forţele care acţionează asupra halterei (P — mam) : 


F = mä, = ma, sin ð +- ma, cogo = Es mg sin0(3 cos — 2), (4) 


9 
F, =0 pentru ð — are cos rc 


F, — 2mg = ma, Man COSO — ma, sin = z mg(—1-—2 cos0-+3cos?0), 
Ti EL + 3eos?0). (5) 
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1.6.8. 1 = N 2|/21/(39) = 10,4 s. 
1.6.9. te = tgx: M : (2M + m). 


1.6.10. E, = z 12c02m ma : (m, + m3) = 6,0 J. 


1.6.11. 7T—(m;--m3)g — (m5; 4- ms$,)*g : (must masi) —5,88 N — 5,61 N. 


1.7. Echilibrul meeanie 

1.7.1. T, = Gn? =i = 173 N. ; | 

1.7.2. N, = mg sing : sin(8— a) = 110 N, N, = mg sina: sin (B—a)= 
= 984N. 


1.7.3. N = mg cos (~ + B): cos8 = 8,00 N. 
1.7.4. F,— mg sina : (1 + sina) = 1,00 N. 


ag 


Eg 174R 


1.7.5. f = F (L 1- DJ = 500 N. 
1.7.6. tga = i a = 1826". 
1.7.7. m = M —3f)Gf) = 4,0 kg. 
1.7.8. kilka = (1[2—4d) : (1/2) 


Fig. ATIR 
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1.7.9. tga = 1/(2u), «2 45. 
1.7.10. T = mg costa: sina-1/(2h) = 150 N. 


i211. 5- PM sina = 9, N. 


mt G 


mgl 
IGITNR fig 1728 


1.7.12. F, = Lmg ctga = 50 N. 
1.7.13. F 


min 


1 
altfel h =H, Pra = -o mgb(pı + pe): [b + (p — ue)H]. 


= umg la înălțimea h = b[(2u;) dacă h <H, 


a Fig LTR. b 


1.7.14. m=- FF, : (P, — F}). 


1.7.15. T = mg : (1 + cosa), v. 2 1/sina. 
1.7.16. u = rtga : (R + r) = 0,30. 


Fig CLER Fig 1208 Fig. t8 
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1.7.17. a< arc sin— = 30°. 
R 


u 
1.7.18. tga = 3/u = 10, «>84. 
1.7.19. Vd. figura. 


AY 


1 
Hua Patge 
a Fi TER b 


1.7.20. mi, = D. (1 + 2 VAQ F 280150 g si 50 g. 


1.7.21. 1 < djcoso xd (: + L d — 1012,5 mm. 


1.7.22. a) hab, m2uM:(1—u) u <1; b) h b, uM:(1—5)&m« 
< MOR): (h—b) u <b: ban ). 

1.7.22. F = mgy/2/4, u = 1/3. 

1.7.24. Cubul pâinii se poate răsturna numai pentru tga >1, iar 


ambele cuburi pentru tga > 1/2. Pentru p «X întîi lunecă cubul 


superior la unghiul planului « = arc tgu. Dacă u > i se răstearnă ambele 


cuburi la a = arc tg r3 = 2634. 


1.35. usb: E b? = 0,050. 
1.7.36. (ga. = pa lama : (ulm). 
1.7.27. tga = umaa: [(uymi + pzMə)lı]. 


1.7.28. tga = - (m, —ma) : (m, + ma), a = 9?28'. 
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** 1.7.29. Luám un element de lant de masă dm care subintinde un 
unghi la centru d9 (în radiani), deci are lungimea ds = Rd60 si masa dm = 


= a ds = T Rað. Scriem condiția de echilibru pe direcția tangențială : 


(T + dT) cos E 


T cos 2 dm g cos0—0 sau d T — = Rg cos0d0=0 

i a) 

(A E 1) pe care o integrăm (limitele de integrare se cores- 
2 


pund) : 
iN 


9 

| dT= T—T,— | T Rg cos d0= - "a sean 2 "e Rg sin0, (2) 

T$ o ô 
unde T, rezultă din condiția de echilibru pentru porțiunea de lanț care 
atirnă : 

m 
2T — în (e — n R). (3) 

Se poate integra si nedefinit : 
V ta = T Rg cos0d0 = Tg sin6 + C, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine ca pentru 
0 = 0 să avem T = m deci 7, = C. Rezultă 


= mà +4 * sin 0— z) = yrfa -7 (z — 2sin0) |. (4) 


Tensiunea este maximă pentru 0 = 7/2: 


Tan =È E -(0-24 I (5) 
Dacă | = zR, avem T, — 0 si 
T= mg — sino, Tx ro . (6) 


l 
4 
| 
Li 


Fig 12298 


Fig 12308 
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** 1.7.30. Luám un element de lant de masă dm care subintinde un 
unghi la coni dð (în radiani), deci are lungimea ds = Rd0 $i masa dm = 


= ds = = qao. Condiţia de echilibru pe direcţia tangenţială : 


(T + d T) cos "T T cos a9 + dmg cos0—0 sau (o = 1) i 


dT = — zx gR cos0 d0, (1) 
pe care o integrám (limitele de integrare se corespund) : 
T 9 
| dT—T—T,—— k gR | coso ao = — E Pe R sino, (2) 
T, í 
unde T, rezultă din condiţia de echilibru : 
2T, = Mg + - T n Bg. (3) 


Se poate integra si nedefinit : 


= far = — Anco d0= T gR sin0 + 0, 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine ca 
pentru 0 = 0 să avem T = To, deci C = Ty, 


T= 1 Mg + ; mg £ (7 — 2sin0) (4) 
Tensiunea minimá (0 = ap T: 

Tas y Mg + mg (7—2). a 
Pentru lungimea minimă a lanțului l= =r7R + 2R, av 1| 


mg 


1 : 
I =— Mg + (z — 2 sing (6, 
şi are valoarea minimă : 
9 


T—a 


I 1 
To. = MI. "Milos 
** 1.7.31. Luăm un element de tijă de lungime dz si de masă dm situat 
la distanța e de axă. Momentul de inerție al acestui element de maa 
este 


dI —dm-: z? — da. s, (am = T às. (1) 
Integrăm : 
Ue 
a Fig 1731 5 


a) Faţă de axa centrală : 


p a uz A 
I, =bar P dac bafi os wk . c 
1 0 3 318 
i2 —ija 
b) Faţă de axa marginalá : 
1 Li 
3 
1 —Aar =Í E idon om Il-5 ml. (3) 
A 1,2374 -3 
0 0 


Teorema lui Steiner (vd. Breviarul) se verifică imediat : 


I =1 4 »( 


3 1 1 
- E. ml 4 ml? ml. 
12 4 3 


"t 


FITIR , 


Se vede imediat că : 
name amener (2) 


b) Din caza simetriei momentul de inerție față de oricare diametru este 
același, deci I; = I,, dar 1, + I, = I, rezultă 


1 
L-l--L. (3) 


Sá caleulám pe 1,. Pentru aceasta vom profita de simetria circulară a 
figurii plane. Alegem la distanţa r de centru o coroană circulară elemen- 
tară, infinit de subţire (ca un fir) de grosime dr. Foate punctele materiale 
ale acestei coroane infinitezimale au aceeaşi distanţă r faţă de axa Oz, 
deci momentul de inerție al acestei coroane elementare va fi 

dl, = dm: r?, (4) 
unde dm este masa coroanei elementare. Sá caleulám aria acestei coroane, 
care poate fi privită ca o bandă (fășie) de lungime 2zr si lățime dr: 

dS = 2z rdr. (5) 
Aceeaşi expresie poate fi obținută privind pe dS ca o creştere infinitezi- 
malá a ariei cercului S — zr? datorită creşterii razei cu dr, deci prin dife- 
rentierea lui S = zr? : 

dS = d(xr?) = 27 rdr. 
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În sfîrşit putem privi pe dS ca diferenţa dintre aria cercului de rază r + dr 
şi aria cercului de rază 7 : 
dS = z(r + dr)? — zr? = 2x rdr + z(dr)? > 2r rdr, 
deoarece ultimul termen cu (dr)? dispare fafá de primul termen dr, fiind 
un infinit mie de ordin superior. 
Acum exprimám pe dm: 
m m 


dm ds — 2n rdr. (6) 
z(R)— R?) z(R—R) 
Integrăm (4): 
R, ^ R, 
[, = \ dm: r? = xui — 9m rdr-r? z apei 
z(Ri— Ri) z(Ri— R?) 4 
R, Rı 
1 m 
US B d 2 — Ri) gH. H R$), (6) 
apoi 
1 1 " a 
I, =I, == pm + Rb. (7) 


Cazuri particulare : inel subțire omogen (cere de butoi) de masă m şi rază 
R=R =R: 


l: =I,= ES mR?, 1, = mR?. (8) 


Expresia lui 7, de aici este evidentă, deoarece toate punctele materiale 
sînt la aceeaşi distanță R de axa Oz. 
Disc subțire omogen de rază R = Ra, Ra = 0: 


X 1 
1,—I,—--mB^ gcc (9) 
x 1,7,33. Faţă de axa Oy figura se descompune in două tije subțiri 
de lungime a, paralele cu axa Og plus douá tije subţiri de lungime b para- 
lele cu Oy. Momentul de inerție este o mărime aditivă, adică 


T= | dmR?= | amze + (amz: AE (1) 


Vita Y, L^ 
Știind că pentru o tijă subţire omogenă de masă m $i lungime/, faţă de 


axa sa centrală transversală : ] = 3 ml? (vd. problena 1.7.31), rezultă 


pentru cadrul nostru: 


I,—2- ES ze cani doc. (Er 1 eo t 35). (2) 
12 2(a + b) 2(a + b) 2 12 a 4- b 
Schimbind « cu b, rezultá 
I, = ls PO t30), (3) 
12 a+b 
Fiind figură plană (vd. problema 1.7.32) : 
I, = I, + I, = mila + b} (4) 
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În cazul pătratului (a = 5): 


Ii lg : ma?, I, ma?. (5) 


Fiy. 12338 Ey cum 


** 1.7.34. Să calculăm momentul de inerție faţă de axa Oy din figură. 
Alegem elementul de masă dm sub forma unei fásii infinit de subţiri 
de grosime dg situată la distanța œ de axa Oy : dS = bdz, 


dm as = -— pda = P" as, a) 
ab ab a 
Atunci 
aj2 «4 
å 7 1 
I, =\ dmg = D mag = >g | = Ls ma?. (2) 
t 3 a | 12 
-a]2 —a[2 


Rezultatul se putea scrie dintr-o dată dacă cunoaştem momentul de inerție 
al unei tije subțiri (vd. problema 1.7.31). În adevăr, faţă de axa Oy avem 
un sistem de tije subţiri de lungime a situate paralel cu axa Og. 

Analog, 


I. i mb?. (3) 


Cunoscind de la problema 1.7.32 că pentru o figură (placă) plană : 
l, + I, = I, găsim faţă de Oz (perpendiculară pe placă): 


I,— E m(a? + b?). (4) 
** 1.7.35. Vom folosi rezultatul de la problema precedentă. În raport 
cu axa Oz paralelipipedul apare ca o sumă de plăci subţiri, paralele cu 
Oxy, avind momentul de inerție 


dI; = dme + b?), deci 


1 

T, "er gx 13 (a? + ian = i m(a? + b?). (1) 

Permutind a, b, c, găsim evident: 

1 T 1 2 2 
I 22 m(b? + 62), Iy = T m(c? + a?). (2) 
În particular pentru un cub: 
H 

dy dn feet anms (3) 


pentru o placă subţire dreptunghiulară a, b, e = 0: 


1 
mat T, = is m(a? + b?) (4) 
şi pentru o tijă subţire omogenă a, b = 0, c = 0: 
I5:55/0; I, — I, E ma?. (5) 


FHAIR 


Fg IIIR 


** 1.7.36. Profităm de simetria cilindrică si vom alege o pătură cilin- 
drică elementară, infinit de subțire (ca o foiţă cilindrică) de rază r si gro- 
sime dr. Foate particulele acestei pături infinitezimale sînt la aceeaşi 
distanță r de axă, deaceea momentul de inerție al acestei pături elemen- 
tare de masă dm va fi: dI = dm- r?. : 
Sá caleulim volumul dV al păturii elementare, care poate fi privită ca 
o pătură infinit de subţire de arie 2z rh si grosime dr: 

dV = 2zrhdr. (1) 
Același rezultat se poate obţine considerind pătura infinitezimală ca o 
ere infinit mică a volumului cilindrului de rază r: V = zr?h dato- 
vită creșterii infinitezimale a razei sale eu dr, deci se obţine prin diferen- 
tiere : 


dV = d(z rh) = 2z rhdr. 
În sfirsit putem considera pătura elementară ca diferenţa dintre volumul 
cilindrului de rază r + dr $i volumul cilindrului de rază r : 

dV = z(r + dr)?h — z r!h = 2z rhdr + z(dr)?h. — 2z rhdr, 
deoarece termenul cu (dr)? este un infinit mic de ordin superior faţă de 
termenul liniar cu dr si se anulează. 

Integrám pe volumul păturii cilindrice date (e — densitatea) : 
dl = dm: r? = gdV r? = e2z rhdr * r?, 


R; 
Tm fa = p2nh | r3dr = p2rh T Ri- Ri). (2) 
R, 
Dar 
m m 

—— a (3 
e= T ox — R) ) 

deci 


I= = m(R2 + Li). (4) 
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Rezultatul coincide cu cel de la inel sau coroană circulară, fiindcă in 
adevăr, în raport cu axa sa cilindrul este o suprapunere de inele. 

Cazuri particulare : a) Pătură cilindrică omogenă foarte subțire de masă 
m şi rază R = R, = Ra (cere de butoi): 

I = me, (5) 
rezultat evident, deoarece în acest caz toate particulele se află la aceeaşi 
distanță R de axă. 

b) Cilindru omogen plin de masă m si rază R = Ry, R; — 0: 


1 
Iss a E (6) 


rezultat identie cu cel de la cerc sau disc plin, deoarece cilindrul plin, 
în raport cu axa sa, este o suprapunere de cercuri pline sau discuri. 

** 1.7.37. Momentul de inerție căutat, datorită simetriei sferice, evi- 
dent, nu depinde de diametrul ales, fiind acelaşi pentru orice diametru. 
Alegem 3 axe ortogonale cu originea în centrul păturii sferice, atunci 
faţă de aceste axe: 


L—1,-1,— 30. Tu D) (1) 


Distanţele unui element dm, avind coordonatele (z,y,7) pînă la axele 
de coordonate sint respectiv (conform teoremei lui Pitagora) : 


VF, ye v yv 3 y 


astfel incit 


Tage diii Jd Aem (ane + 2), 1,= (ama: 49) (2) 
şi atunci (1) dă 
2 
I=I;=1, =,= sm 2(a* + y* 4-22) = E dm-r*, — (3) 


D 


unde r este distanţa elementului dm piná la centrul păturii sferice. Vom 
profita acum de simetria sferică pentru a alege convenabil elementul 
de masă dm si anume sub forma unei pături sferice elementare, infinit 
de subțiri, de rază r şi grosime dr (ca un balon de săpun): dm = p dV. 
Volumul acestei pături sferice infinitezimale se poate obţine inmultind 
aria sa 4xr2 cu grosimea dr : 


dV = 4r r?dr. (4) 
Acelaşi rezultat se obţine privind volumul păturii sferice infinitezimale 


ici cad mal : sm 4 »" 
ca o creștere infinit mică a volumului sferei V — Pd datorită cres- 
terii razei cu dr, deci prin diferenţiere : 


4 
dV —d l: n) = 4n r*dr 


3 
A T .4 i „4 
sau ca diferenţă dintre volumul sferei E: -z(r + dr)? $i al sferei * nr? 
4n 4n E 2 
dV = za (r + dr)? — ue = 47 r* dr + Anr(dr)? + ES z(dr)? — 4nzr? dr, 


deoarece ceilalţi termeni sint infiniti mici de ordin superior care se 
anulează in raport cu termenul liniar cu dr. 


222 


Efectuám integrarea in (2): 


Ra 
2 2 t 8 1 " 
ram e iV o p | anrtar se OUR), (5) 
R, 


m - 2 Ri—Ri 
dar p 10 : , deci I = 5 m BBC (6) 
fi m eul : zi 


Cazuri particulare : Pătura sfericá omogenă foarte subțire (balon de săpun) 
de masă m și rază R = R, = R: Descompunem în prealabil diferen- 
fele de puteri si simplificăm cu R, — R,: 


I EJ m (Ra RBA RR, + RR + RRi + nm) 
5 (R,—R;)(Ri4- RjH, + Ri) 
Acum rezultă imediat (R, = R; = R): 
9 
I =— mR. 7 
3" (7) 


Sferă omogenă plină de masă m si rază R = R,, R, — 0: 


I= 2 mR?. (8) 
0 
** 1.7.38. Problema dată reprezintă analogul unghiular al cazului liniar 
de la problema 1.2.147, deaceea urmăriți paralel rezolvările celor două, 
probleme. 

Ecuația mișcării de rotaţie în jurul axei fixe 
MM; Mh e le 159. a) 
Cind se atinge turatia limită (maximă) constantă, accelerația unghiulară 

s se anulează, adică momentele se echilibrează (M, egaleazá pe M): 


M M 


M—ko, = 0, k =— ———. (2) 
Oo 2zn, 
Separám variabilele in (1) si integrám : 
Ide I do 1 do 
dt = — og = eg 
M —ko k oo M G— €, 
I do I 
dt =t o — In(oy—o [0] 
| he e etc rh (oo ) +0], 
unde constanta de integrare se determină din Sonia iniţială : la 1 — 0 
avem o — 0:0 —Ino,-- €, € ln o, = In ] 
Gp 
I 
t= -o n —99— , o = cop (1 — e—Mihod)), (3) 
A Og— € 


Se poate integra si definit : 
Li o o 
I do I | I ()9— o 
(a t uz TIS Quem, LJ es opa $ 


ta o 
0 o 
o 


o 0 
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Punind in (3) o = foo, găsim timpul cerut : 


—11858. (4) 


t= I ln 
M- CPI 


Continuám integrarea : 


a0 oanfan 0 T EMMA = oti 4- — y tmm 0 


unde constanta €" se determină din conditiaT Siza: : la t = 0, avem 


9-080020: HW Det» 
M M 
Iv. j " 
0 = et + E cx(e- Mite —1), (5) 
Introducind aici t din (3), obţinem : 
E s I 
6—-——o$jin—9?*.  .— ouo. (6) 
M 9— 0 M 


Punind aici © = fop, găsim : 


0 —2xN = £ mi (n 
M 1 


Ses) = 27 - 180 rad. (7 


Este comod să găsim direct 0 = f(o) în loc de 0 = f(t). Pentru aceasta 
inmultim ecuaţia (1) cu d0 = odt : 


(M—ko)d0 = = 1 að = odo. 


Separăm variabilele şi integrăm : 
lodo I odo I {o — o + odot 2 


dð = — = — o — 09 
M —ho M e—o M 65— € 
ub a déc odo 
M Qo— 0 
I 
d0=0= I oy —do)-4 o6 LL — 
M M o—o 
= —- Lage — Lan (0—0) 07), 
M M 
unde constanta de integrare 0” se determină din condiţiile iniţiale : la 
t = 0 avem o = 0 şi 0 = 0: 0 = In e, + C", €" = —1n og; 
1 
= S oln Sp. tua 90. (6) 
09—€0 


Putem integra gi nedefinit : 


9 o 

dð = s CERA, ee L o (72 pa) , 
M [I M 

o 


I Q— o 
0 - — In = i 6 
zel — ) (6) 


Dacă aţi urmărit analogia cu problema 1.2.147, mărimile care se cores- 
pund sint M ~F. I-m, 0-2, or, esa. 
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** 1.7.39. a) Alegem elementul de masă dm sub forma unei fásii infinit 


de subţiri (ca un fir) așezată la distanţa x de axa de rotaţie şi de grosime 
da. Atunci momentul de inerție al acestei făşii este 


a ada, a) 
b 


[ —ISSSSSSSSSSSSSSSSSSTY 


] 


2r fiy 12388 


Prin integrare obtirem : 


(2) 


Rezultatul se poate obţine imediat dacă stim momentul de inerție al unei 
tije subţiri faţă de axa transversală de la un capăt (problema 1.7.31). 
Atunci placa noastră apare ca un sistem de tije de lungime b așezate paralel 


1 PI i -— 
cu latura b : d7 = — dm - b? si insumind, găsim 


I =\a xS ls dm = mi. 


D DI 
b) Forţa de rezistență asupra elementului d$ : 
dF, = —kdS- v? = — khdao?a?, (3) 
momentul ei faţă de axa de rotaţie: 
QM, = zdF = — ke?ha?da. (4) 


Prin integrae găsim momentul 1ezultant : 
b 
i , TE » 
M, au = — koh | ăla = — F lohb! = — Ko. (5) 
U 


Mai departe problema reprezintă analogul unghiular al cazului liniar 
din problema 1.2.145. Urmăriţi în paralel rezolvarea acestor două pro- 
bleme. 

Ecuația mișcării de rotaţie în jurul axei fixe: 


N mele mea i 000 mangia. (6) 
dt dt 
Separăm variabilele şi integrăm 
dics. aro DEL LENS 
Koo K ot K o 


15 — c. 73 


225 


unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 


la 1 = 0 avem o Gy = 27nn: 0 T Ed + 0, 0 f , 
K o Ko, 
ba Es (1/o — ljog) o = rco m (7) 
K ljo, + KUl 
sau folosind (2) si (5): 
4 m ( l 1 ) 1 
- s 0 = * L 
3 khb* Lo [2^ jo, + Š htp, (8) 
de unde 
4 
poi m (2-2) (9) 
3 hbt Lo [o 
$i punind aici condiţia: t = 7, © = 1 Go, găsim : 
9 
am am 32 g/m?. (10) 


3hb? 2e ^ 8zhb? ho 


Putem obţine (8) integrind definit (limitele de integrare se corespund) 


t o o 
dt = I do T1 I (5 1 
K o? Ko K Lo Go i 
D co o 


€) Continuăm integrarea : 


d0 = odt, (ao -9 EUR îi ir i [In (1/9 + Kt/I) + C’), 
unde constanta de integrare ©’ se determină din condiţia iniţială : la 
t = 0 avem o = o, $i 9 0:0-In-- 4-0, 0 -m+ =n 9; 
9o o 
DM cq Al E EUL, T toţi jena die KUN: (1) 
À 1/09 K 
Folosind (2), (5) si (10) avem 
IJK = %7, a2) 
0 = 2zN = o ln (1 + t/t), N = no? ln (1 + t/t). (13) 
Punind i = 7, găsim numărul de rotații cerut: 
N = nysln2 = 6,9 rot. (14) 


Putem obține rezultatul (14) si astfel:  Inmulţim ecuaţia (6) cu 
dð = odt: 


Kodo =I E d6 = 1a do, (13) 
separăm variabilele şi integrăm : 
Ido I ( do I 
dð = — —— d0—0— = — — [Ine e" 
s, | z | 2 cine + 07], 
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unde constanta de integrare 0” se determină din condiţia iniţială : 


la t = 0 avem o = op 0=0:0=lno+ €", C" In og; 
I : 
9 = Zn 2» = oprim, (16) 
K [5 e 


care se poate obţine si prin integrare definită (limitele de integrare se 
corespund) : 
8 


[ao AME “DIA E NOMEN 


W K œ e 


Punind în (16) condiţia o = E €, regăsim (9). 
** 1.7.40. a) Sá considerăm un element de bară de lungime da, masă 
dm, Situat la distanţa œ de axa de rotaţie. La capetele sale acţionează 
cele două tensiuni elastice: — T(z), T(z + da) care dau rezultanta cen- 
trijugă : D(a + da) — T(z) = dT(z), atunci lex secunda pentru miş- 
carea circulară uniformă a elementului dm se scrie : 


—àT = dm oa = T dz oz, a) 

care prin integrare dă 
dT=T= E o'pdz = — PX Za: + €], 
unde constanta de integrare se determină din condiţia /a margine : pentru 
a —lavem T(l)=0: 0-12 i p 0 = —l?; 
T(z) = a AI? — a). (2) 
Se putea integra $i definit (limitele de integrare se corespund) : 
dI = 17 = — 9 omde = — D" o2a2| = — oa — [?). 
l 2l l E 
[i 


0 


Reacțiunea lagărului asupra barei este egală în modul si de semn opus 
cu tensiunea elastică de la capătul a = 0: 


R = — T(0) = — a mol (3) 
(acţionează spre lagăr). 
b) Fie u(x) deplasarea centrifugá a secţiunii din v, atunci delasarea sec- 
fiunii infinit vecine din v + dz va fi evident u(z + da), iar elementul 
de bară da va deveni 
dæ + u(z + dz) — u(x) = do + du. 
Alungirea sa relativă va fi (amintim e= m) : 
0 
dz--du)— d» du 
sapo, EE E ER (4) 


dz dz 
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Conform legii lui Hooke: 


E NEAL NE NT E AL (5) 
S dz 
separăm variabilele si integri 
l 5 l1 m js 2 
du = ds T(a) dz = TAA o? — 2?) da, 


3 
du =u =: ei o? \ (P — x?) do = Lom o? | Pæ E, r €, 
ES 2l ES 2l 3 


unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 
pentru z = 0, avem u(0) = 0, rezultă C = 0, 


mor a? 
als) = -— [e —-—]. 6 
(2) — ^» ES ( 3 ) (6) 
Alungirea totală a barei se obţine imediat : 
Al = u(l) = me?l*j(3ES), (7) 


ea reprezintă 2/3 din alungirea statică pe care ar produce-o forța de reac- 
piune R: 


9 
A =: | " mos]: ces». 


ETT 


D 2223 


fig 17478 


** [,7.41. Stim că rezultanta forțelor aplicate unui corp este egală cu 
masa corpului înmulțită cu acceleraţia centrului de masă CM (ca şi cum 
masa corpului ar fi concentrată în CM). Centrul de masă are o mişcare 
circulară neuniformă, de aceea acceleraţia sa tangentiali si cea normală 
sint : 

l l 


Ey dac 692%cm = Qi. (1) 
2 


d, = £Xom = 
Prin urmare, rezultanta forţelor aplicate are o componentă perpendiculară 
pe tijă și o componentă de-a lungul tijei centripet : 

5 ; E 1 1 
F(P Fa, F, = — mal, Fa = x mol, 


(2) 


F =VF A 


= ml o et, 


Desi valoarea (mărimea) forței rezultante este exact ca şi cum toată 
masa corpulu ar fi concentrată în CM, punctul de aplicaţie al acestei 
rezultante nu este în CM! 


Descompunem corpul în puncte materiale (particule). Asupra unei par- 
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ticule oarecare m, acţionează forte externe F, si forţe interne F, din 
partea celorlalte particule din sistem. Lex secunda se scrie : 


F,- zi g,— = mid, k = 1,2,3, .... (3) 
dacă sumăm membru cu membru toate ecuațiile (83) ost 
Enc 57. = DL (4) 
k 


dar rezultanta fortelor interne, ca și momentul rezultaul al forlelor interne 
fată de orice pol, sînt nule: 


LF, =0, Y, 7,x £,—0. (5) 
k k 
Pe de altă parte, vectorul de poziţie al centrului de masă 
Fem = 4 Xx may, (6) 
m 
derivat fiind de douá ori dá : 
= - 1 i 1 "1 
Tom = Uen = m> m,r,-— — Mj mata (7) 
m 
B 1 m 
Pas = em = Ly mj, Y mad, 
astfel încit ecuaţia (4) dedic. 
DF, = F = Y Mar = Mam, (8) 


adică am găsit rezultatul binecunoscut. 
Să construim acum momentul forțelor inmultind ecuația (3) vectorial 
în stînga cu vectorul de poziție 7, : 

T, x P, 4 T, X V, = Fy X md, 
sumăm aceste ecuații membru cu membru, tinind seama de (5): 

E F, x F, = M = YF, X mae (9) 
În cazul distribuției continue a masei în locul partieulei m, va sta elementul 


de masă dm cu vectorul său de poziție F si în locul sumei vom avea o 
integrală : 


ï -|7 x d dm. (10) 


Să aplicăm ultima ecuaţie in cazul nostru. Luăm un element de masă 


m 
dm= 3 dz la distanța z de axă, el are o mişcare circulară neuniformă 


cu acceleraţia tangenfalá și cea normală : 

Q, = EF, An = oq. (11) 
Vom lua momentele față de articulația O. Forțele normale (centripete) 
dm o2z nu dau moment faţă de O (brat nul), iar cele tangentiale dau un 
moment vertical, perpendicular pe planul orizontal al mişcării. Toate 
aceste momente elementare se însumează deci algebric pentru a da momentul 
rezultant al forțelor aplicate: 

Li 


M = | z dm a, = | T eg?’ de = mel: (2) 


[i] 
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Pe de altă parte, notind cu æ, coordonata punctului de aplicaţie al rezul- 
tantei forţelor aplicate, trebuie ca momentul acestei rezultante să fie 
identic cu (12): 


: 1 1 2 
Pa = M, mel = MS La = -h (13) 


Acest punct de aplicaţie a rezultantei forţelor aplicate se cheamă centrul 
de oscilație (are proprietăţi interesante). 

** 1.7.42. Descompunem DIN într-un sistem de puncte materiale 
(particule) de mase m,, k = 1,2,3, ... Asupra fiecărei particule m, actio- 
nează in general forte em VA si Forțe interne F + din partea celorlalte 
particule “din sistem. Forțele interne de interacție între particulele sis- 
temului sint totdeauna perechi : acțiunea si reacţiunea (lex tertia), deaceea 
rezultanta lor şi momentul rezultant faţă de orice pol, sint nule ; 


XF, =0, Z’ xF, = 0. (1) 


a fig 1242R 

Scriem lex secunda pentru fiecare particulă : 
F, + Fe = md, k—1,2,8,... (2) 

Sumăm membru cu membru aceste ecuații : 
LF, +F, = J ma, sau Y E, =P = mim, (3) 


fiindcă 
" H 2 zi 1 s H z 
Pom = mpl Meky Pom = Vem = a îl Mia = ma mv, 
i A (4) 
Don = dem = — =D ms = A m,d,. 
Am găsit rezultatul cunoscut 9. 
Să considerăm acum momentul forţelor faţă de un pol arbitrar. Pentra 


aceasta inmultim vectorial la stînga fiecare ecuaţie (2) cu T, şi sumăm 
ecuaţiile obţinute membru cu membru : 


Era F, + DF x Fe = Ya mă, sau Xr, 2f, = 


E (5) 
= M = PX T, X media. 
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1n cazul distribuţiei continue a masei punctul material (particula) m, 
devine elementul de masă dm cu acceleraţia sa ă $i vectorul său de. poziţie 
Y (fără indici), iar suma discretă trece in suma continuă, adică in inte- 
grală i 


VU = V x d dm. e (6) 
Vom aplica relaţiile (3) si (6) in cazul problemei noastre. 
8) Luăm un element de masă dm = :3 dr la distanţa r de articulaţie; 


acesta are o mișcare circulară uniformă cu acceleraţia ceritripetă a = 
= o*r|sin a. Vom aplica relaţia (6) față de articulaţie (amintim că articu- 
lajia ideală nu dá moment). Momentele elementare rx adm sint toate 
perpendiculare pe desen (spre desen), deaceea se însumează algebric : 


; m 
t dM = radm cos« = ro?r sin «cos ay dr, 


1 
M= (ur = T os sin a COS a (rar Tq mio? sin acosa. ` (7) 
0 


Relaţia (3) dă: 


Fe = máu, = — moti sina, Fy = — Mamy =0. (8) 


Punctul de aplicație al rezultantei (8) se poate obține din condiția ca 
momentul ei față de orice pol să fie egal cu (6). Notind cu r, distanța aces- 
tui punct pînă la articulație și alegind polul în articulație, momentul 
rezultantei (8) trebuie să fie egal cu momentul (7) : 


1 A 1 F 
F, |r, cosa = M, F mol sina-r,Co8 x = * mol? sin a Cos a, 


(9) 
2 


T, = —l. 


Prin urmare, deși rezultanta forţelor externe aplicate este P= Maem, 
ca şi cum masa corpului ar fi concentrată in GM, totuși punctul de aplicație 
al rezultantei este în centrul de oscilație (9) (rezultat cunoscut). 


Pe de altă parte, asupra tijei acționează 3 forțe externe : R, mg si T. 
Rezultanta acestor forțe și momentul rezultant al acestor forțe față de 
articulație sint: 

F: = R, — T, F = R, — mg, (10) 
M = mp sina + Tl cos a. (11) 
Egalind aceste expresii cu (8), (7), avem: 
M = mg £n a + Tlcosa -3 ml*o?sin «cos x, 
de unde rezultá 
T = mates (> ol ea). (12) 
3g 2 
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Deoarece T 70 (tensiunea într-un fir nu poate fi negativă), tija va sta 
depărtată de axa verticală numai dacă 


3 
o? > -— 9 = on (13) 
2 [cosa 
deci va începe să se depărteze de axa verticală numai dacă 
3g 
TEEN (14) 
Mai departe, dacă o > om: rj 
i 1 "- 1 1. 
Ra = 1 — a mol sin a = — * mgtg a (s; ol cosa + | ) 
(15) 
Ry = mg. 
În cazul limită o = om: 
3 
T =0, R; = — ri mgtg a, (o = om). (16) 
Dacă o so; = 3g (20), bara nu deviază : 
T = 0, R- = 0, R. = mg, (o < o). (17) 
Pentru o < o < om bara va devia cu un unghi 0 < x dat de T —0: 
cos 0 a T = 0, R, = — A most sin0, Ry = mg. (18) 
€^ 2 


b) În baza rezultatelor precedente, rezultanta forţelor externe aplicate 
este F = ma, (8): 


PF, = — moi sina, F, = 0 (8) 


9 
cu punctul de aphcatie în centrul de osc.lafie r, = ES l. 
Momentul forțelor externe față de articulație trebue să fie (7) : 
M = J mot! sin « cosa. (7) 


Pe de altă parte, asupra tijei acţionează 3 forţe : mg, Rs T, rezultanta 
lor şi momentul lor trebue să fie egale cu (8), (7) de mai sus: 


;—I-—-F,-—--— most sina, Ry — mg = F, = 0; (19) 
13 1 32 
TI cosa — mg ^ lsinx = M = ES mol? sin g cos a. (20) 
De aici rezultà : 
T = mgtga (94 =), : (21) 
2 3g 

1 3. is 29 
E, = — mg tga 1e Orpo , Ry = mg. (22) 

2 g 


La turații mici avem R, > 0, bara împinge asupra articulației, dar la 
turafii œ > V3g/(l cosa), avem R, < 0 si bara trage de articulație. 
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++ 1.7.43. Întrucît rezultanta forţelor interne si momentul rezultant 
al forţelor interne fatá de orice pol sint nule, rezultă în virtutea principiului 
II că rezultanta F şı momentul rezultant M al forţelor externe aplicate 
sint : 


F= (iam = mcs, (1) 
M = V x adm. (2) 
În cazul problemei noastre rezultanta forţelor externe aplicate : 
F, = — mo?Ro, Fo =mehy, F = VFF Fi = mR VoF è, (3) 
înclinată cu unghiul « fată de raza vectoare : 
1 "s 7] £ 
His ce EE Sero (4) 


Desi mărimea forței rezultante este exact ca și cum masa plăcii ar fi com- 
centrată in CM, totuşi punctul de aplicație al acestei rezultante nu este 
in CM (ci în centrul de oscilație). Fie R. distanţa de la axa de rotaţie 
pînă la punctul de aplicaţie al rezultantei. Pentru a afla momentul rezul- 
tant al forţelor externe aplicate, vom folosi ecuaţia (2). Alegem polul 
in punctul O al axei de rotaţie. Atunci toate momentele elementare dM = 
= 7Xa dm sint perpendiculare pe placă si se însumează algebric : 


M = uu dm = yan = 4 r*dm =1e, (5) 


undeZ este momentul de inerție al plăcii faţă de axra de rotație. Am regăsit 
ecuaţia cunoscută pentru mișcarea de rotaţie in jurul axei fixe. Egalám 
momentul rezultantei (3) cu (5): 

M = FoR. = Is, Re = TE ua -. (6) 

Fo mt, 

Cine cunoaste teoria pendulului fizic, recunoaşte in (6) lungimea redusă 
a pendulului fizic faţă de axa de rotaţie, iar C este centrul de oscilație. 
Aplicind teorema lui Steiner : 


I = Io + mR, (7) 
putem serie : Re = E + Ro (8) 
mRo 


deci centrul de oscilație C se află mai departe de axa de oscilație O decit 
CM. 


Ag. 12448 
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** 1.7.44. Sá găsim poziția centrului de masă ai Cit a 
`: 2R 
—-—— sin -5. i 
T -Q 


a/2 
R, rin Me | Rcos 07 qe = Z sino” 
m m —a/2 x 


—a/2 
Oalculăm momentul de inerție față de axa de suspensie din S : 


a/2 i «/2 
1= (ram = ( [2R sint V ades Apa | sint ao = 
2 x [1 HE P i 

: ap ` aji 


{2) 
E a/2 9 à n 
Se pi | (1 — eos6)d0 = 2mre(1 —2 sin i) 
a [.] 2 
ap 
Dealtiel, în cazul nostru putem afla I (2) ounoscind (1) şi aplielnd de 
două ori. teorema lui Steiner : 
față de S: I = 1, + mR — Ro), 
față de O: mR? = I, + mR; 


I= m(R? — Rẹ) + m(R—R,)} = 2mR{R—R,) = 
= 2mR? (: ERA sn). 
a 2 


de unde: 


Perioada, nicilor oscilaţii ale unui pendul fizic este 


= 27 V n (3) 


unde I este momentul de inerție al corpului faţă de axa do oscilație şi 
Rem — distanţa OM pini la axa de oscilație. În cazul nostru : 


r= on) ae aa 7i] a P 


deci independent de lungimea arcului de cerc, lungimea redusă a acestui 
pendul fizic fiind Z, = 28 şi centrul de oscilație fiind deci în punctul 
diametral opus lui S. 
(*) 1.7.45. 


- = 2x Tomga), ) 

dar conform teoremei lui sd ner: : 
I= I + mai, (2) 

ai EP) 3 

T = 2x mu t (3) 


Condiţia de extremum pentru T este anularea derivatei E 
D 
Putem anula denvata expresiei de sub radical: 


i ape i de unde z, = VI,/m, (4) 
mgs? g 


4 
1, - | 3 |/ 5s. (5) 
g m 


Dealtfel sub radical avem suma a doi termeni al căror produs este cons- 
tant, atunci suma este minimă cind termenii sint egali: 


Ij(mga) = ag, t» = Iom. 
Rezultatul este valabil pentru orice pendul fizic : există o distanţă a, (4) 
pină la CM, pentru care perioada este minimă (5). 
În cazul barei : 


1 
19 = — m? 6 
31 (6) 
şi atunci 
(7 
Fig 12368 pu 
* 1.7.46. a) Conservarea energiei cinetice si potentiale dá: 
mgh = le, h = Ro (cos0 — cosa), 
de unde 
9 
o? = T mgRo(cos6 — cosa). (1) 
Prin derivare în raport cu timpul: 
2 . 
20% = sd mgR,(— sin8-0), dar ò= e, à = o, 
1 3 
e= — T sin 0. (2) 
b) Rezultanta forţelor externe aplicate pendulului : 
= 2 
P = mă, m, F, = ma, = — moRo = T gm?Râ(cos6 — cosa), 
" (3) 
Fo = ma; = meh, = — 1 qm? $sin0. 


Această forță rezultantă nu are punctul de aplicaţie in CM! desi valoarea 
ei este aceeasi ca gi cum masa corpului ar fi concentrată în CM. Pe de 
altă parte pendulul este supus la două forţe externe: greutatea mg si 
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forţa de reactiune a axei BR, Re). Identificind rezultanta, acestora cu 
(3) găsim 


9 
mgcos0 + R, = F, = — T f" Eicos0 — cosa), 
r 1 ec 
—mgsin0 + Ry = Fe = — FEL sin, 
de unde 
9 
R, = — mg cos0 — T ((cos0 — cosa) < 0, 


(4) 


r 1 : - 
I = mgsinü — 19008 sin0 = mg sin8(1 — mR3/1) 70, 


deoarece conform teoremei lui Steiner 7 = lọ + mB$ şi deci I > mR. 
Reciproc, asupra axului de suspensie pendulul va acţiona cu forţele —P, 
şi — Re, deci trage radial de axă si apasă transversal pe axă. În general, 
axa de suspensie va reacționa şi cu un cuplu (moment) asupra pendulului 
$i reciproc pendulul va acţiona asupra axei cu un cuplu de moment opus. 


1 T 1 " 1 " 
c) Ij E mb, I= ^ m?, Ro = E l; (5) 
o= 3g (c080 — cosa), €= — = sin, (6) 
1 Z 1 . 
= — s mf(9cos0 — 3 cosa), Re = p m sin. (7) 


** 1.7.47. Asupra barei acţionează două forţe externe G si N a căror 
rezultantă : 


G + N = müm, —G + N = maa. a) 
Mişcarea de rotație în jurul CM: 
M=N cos0 = Ie : mle. (2) 
2 12 
Nu avem forțe orizontale, CM va coborî pe verticală : 
b... ; L ; l A 
Yem = ES Sin0, Vem Sem = " cos 0.0 — á o cos 0, 0 = — o, 

l l m) 
dem = bem = des = — -> (6 cos0 — o sin 0.6) = — -> (o? sin0 + ecos 0). 


a) Pentru momentul inițial: o = 0 şi ecuaţiile (1), (2) dau 


1 
G + No = Mamo E mls, cos a, 
2 


MN cosa = ES ml2e9, 


de unde 


G AT F 
ye 1c 3c, SAU e iine F 3 cos?a " 
(4) 
EG cos x 
C ml (14-3 cosa) 
Forta de apăsare opes podelei va fi deci G : (1 + 3 cos z). 

b) GA o = Macro, deno = F : [1 + 1/(3 cos?a)]. (5) 
6j -— 6g cos z (6) 


I(L + 3 cos?a) ` 


d) CM coboară pe verticală după axa Oy, atunci coordonatele capă- 
tului superior B sînt: 


l x g? y? 
æ = —-——cos0, y —lsinü, -— +- —] T 
2 "SE !umgp opo ^7 9 
elipsă cu semiaxele 7/2 si 7. 
e) Din (1) si (3) avem 
N =G + mam =G = ml(co ?sinð 4- scos 0), 
iar din (2) N= 
astfel încît rezultă 
1 ft + Ml ono HF E m! sin0o? = G 
6 cos 6 2 3 
1 Ts eG 
sau 6| cos?20 + — | + o? sin 0 cos 0 = — cos. (8) 
3 ml 
Să transformám această ecuaţie într-una mai simp li. Înmulțim peste 
tot cu 2% dt = — 2d0 si ţinem seama cá e cos0 dt = —cos0d0 = —d sinb : 
2cdo (= — sin?0) — 2o?sin0 dsinü = — 38 ado 
3 ml 
sau 
a(( 4 sins) 1 d sin. 
3 ml 
Variabilele s-au separat. Integrăm : 
; 4G 
ae (z — sin:0) | = — e d sin, 
3 ml 
e(t sin) de sin0 + C, (9) 
3 ml 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială : 
" (t 
Ind cdi ire une (e eee eet gings: M Das ib, 
ml inl 
(10) 


x .. 126(sin a — sin sin 0) 
ml(4 — 3 sin?0) ` 
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** 1.7.48. Centrul de masă descrie un are de cere de rază 1/2. 
Rezultanta forţelor externe P = mg, dă pe direcţia centripetă si tan- 
genţială : 


(mg — N,)sin0 — N, cos = mo? 2 , a) 
(mg — N,)cos0 + N,sin = me ; . (2) 


Fe 17479 Agra 


Ecuația mișcării de rotaţie în jurul CM : 


$53 enia - De atit e Tese cis, (3) 
2 2 12 
Din ecuaţiile (2) si (3) rezultă imediat acceleraţia unghrulară : 
e = -8. L cos do ò. (4) 
2 1 dt 
Pentru a afla viteza unghiulară œ vom integra ecuaţia, (4), dar în prealabil 
o inmul(im cu 2 œ pentru a putea separa variabilele (o = — 0): 
2odo = d(o?) = 3 E; cos odt = 22 cos0(—d0) = — M d sin6. 
Prin integrare: 
TZ S T k (asino ed PP sino 4 0, 
unde constanta de integrare se deternină din condiţia iniţială : 
la t=0 avem 0— 451 0— 0: 0— — P sina C, Co sina, 
(5) 
o? = M (sin a — sin 0). 
b) Din ecuaţiile (1) si (2), tinind seama de e (4) si «*(5), rezultă : 
N = — m6(1 + 9 sin20 — 6 sin sin0), (6) 
Nae = mg(3 sin — 2 sina) cos. (7) 
c) Condiţia de desprindere de perete: 
o 
N, = 0 > sin 0 = b sin «. (8) 
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d) În momentul desprinderii (8) : 


X = 
Na = 0, No = 4 PD No = = — mg, (9) 
E X — TG 
mg + Nio = Mamos dou = idi g. (10) 
e) În momentul desprinderii (5) devine : 
«à — L sina. (11) 


Folosind rezultatul (9) al problemei precedente, anume 
4 ; 
e Es sin*0) "S Az sin + €, (2) 


determinăm constanta de integrare din condiţia iniţială : gend ge o (8) 
avem w = o, (11): 


* 9 
Lsina( sina |= 49 3 due, 
l 3 l 3 
Q= E sin ac — gs), 
l 9 
, sina — si — sin? 
astfel încît: diu. M Deina 7 Bla) e SUME (13) 


3l 4 — 3sin?0 
** 1.7.49. Protităm de simetria circulară a discului şi alegem nn element 
de arie dS sub forma unui inel infinit de subţire, de rază r şi grosime dr, 
ca în figură. Aria acestui element se poate calcula in trei moduri: dS 
este aria unei fisii de lungime 27r şi lățime dr : d8 = 2zrdr. Altfel, dS este 
creşterea infinitezimalá a ariei cercului S = z7?, datorită "creşterii 
infinitezimale cu dr a razei sale, deci dS = d(zr 2) = 27 rdr. În sfirsit, 
dS este diferența ariilor cercurilor de rază r + dr și r: dS = z(r + dr)? 
—mr2 — 2x rdr, (termenul pátratic in dr se anulează, față de termenul 
liniar dr). Forţa de greutate fiind repartizată uniform, apăsarea pe aria 


dS va fi evident dN = — Forţele de frecare din cuprinsul ine- 
T. 


lului d$ au braţul r şi dau momentul rezultant faţă de centrul discului: 


dM = udN-r = y ag = y 2 rdr, 
zR? R? 
integrăm pe tot diseul: 2 
j mg E 
M yor (2 R: r?dr s umgh. (1) 


Acesta este momentul forțelor de frecare, atunci ecuația mişcării de rota- 
tie (uniform încetinită) : 


—M-Is sau — 2 umgh = ES mR?s, s= — $ MEN (2) 
3! 9 , 3 Jm . 2 
Timpul pînă la oprire si unghiul pînă la oprire: 
M A ME ROM (3) 
e 4, W 
0, = 2xN Do is 3 E R 5 (4) 
2s 8 ug 


numărul de rotatii pină la oprire: 
" 1 3 4 R 
Nn = — On = —— o m. (5) 
2z 167 m 
** 1.7.50. Fie un sistem oarecare. Luăm un element de masă dm care 
are acceleraţia d și vectorul de poziţie 7 faţă de un pol oarecare. Asupra 
acestui element acţionează forte externe dI? din partea corpurilor care 
nu fac parte din sistem si forte interne dF din partea celorlalte particule 
din sistem. Lex secunda pentru acest element se serie : 


AF + d£ = dm- a. (1) 
Luind momentele forţelor faţă de polul ales avem de asemenea : 
T xdÉ Ly xd£-Txdm. (2) 


Acum să ne amintim de teorema: rezultanta forţelor interne ale unui 
sistem si momentul rezultant al forţelor interne faţă de orice pol, sînt 


nule : 


(az =0, (> x d =0. (3) 
Integrăm ecuaţiile (1) si (2) tinind sean.a de (3): 
(ar + (az = Vim sau P -im, 
(4) 


| x dF + V x d$ = V xadm sau M = V x adm, 


unde P si M sint rezultanta si momentul rezultant al forţelor eaterne 
aplicate sistemului. i 
Vectorul de poziție al centrului de masă CM este 


bis 
em = — Mrdm. (5) 
n 
Prin derivare de două ori, găsim : 
" : 1 fa NEN D 
Fem = Cem = — \ r dm ——YVédm = —, 
m m m 
unde P este impulsul total al sistemului, 
P= mia; (6) 
ae 1(. 5 P 
Pem = Cem = HQ = — MP dm = — \ dm = — = a dm = 
in m m m m? 
sau 
$ s — 2 - 
Pom pP ți dm — mess (7) 


am regăsit rezultate binecunoscute. 

În cazul problemei noastre, asupra tijei ac fione: ază două forte externe : 
greutatea mg în CM si reacţiunea articulației Ji în articulație. CM are 
o miscare circulară uniformă, deci are acceleraţia centripetă : 


pe i 
dem = Q^ Sina, (8) 
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Ecuația (7) dă 


"T 
R. — Malm = — mo? — sing, 


(9) 
R, — mg=0, R, = mg. 
Sá apicăm acum ecuaţia (4). Luám un element de masă dm, de grosime 
dr, situat la distanţa r de articulație. Acest element are o mişcare circu- 
lará uniformă, deci are accelerația centripetă a = c?rsin a. Momentul 
T X& dm este perpendicular pe desen pentru toate elementele barei deci 
se însumează algebric : 


m 
M = | — admrcosx, dm = P dr, 


(am ales sensul pozitiv pentru momente — sensul trigonometric). 
Li 


. m 
M = e SIE dr- rcosa = 


[i] 


(10) 


1 gs 
= — — ml*o?sin « cos a. 


i 
Acest moment trebuie să fie egal eu momentul forțelor externe R si mg, 
dar Je nu dá moment faţă de articulaţie (are braţul zero), prin urmare : 


M = —mng sina = — s ml*o?sin æ cos g, 
(11) 
ixi ao. 
2 lcos« 
Atunci (9) devine: 
Ra = — x mg iga, Ry = mg. (12) 


Se poate observa că deși rezultanta forțelor externe este Mam ca si cum 
toată masa corpului ar fi concentrată in OM, punctul de aplicație al acestei 


rezultante nu este în CM, ci în centrul de oscilație, situat in cazul nostru 
9 
la distanta * l de articulaţie (rezultat pe care l-am mai întîlnit si la alte 


probleme). În adevăr, fie C(r.) punetul de aplicaţie al rezultantei. Atunci 
momentul ei trebuie să fie egal cu M (10): 


x 1 a 
—F.-r. cosa = — mo? — sina. r.os a = M = — E: ml? sin « cos g, 
(13) 
fe 
Din relaţia (11) rezultă cà tija va incepe să devieze dacă 
f. I 
© > Văg/eD). (14) 


** 1.7.51. a) Curba este evident simetrică faţă de verticala care trece 


prin punctul de minim al curbei. Alegem axele ca în figură. Luăm un ele- 
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ment de lant, de masă dm $i lungime ds in punctul de coordonate (x, y) 
Fie A = m/l densitatea, liniară a “lanțului. Avem 


dm= 8h ds = Jd? + dy? = dal1-r (ayj = del1--y?. (1) 
j (2) 


PC E E E E EA E 
D 


Vize 


> 
i NE 


c NT 


Asupra elementului dm acţionează trei forțe: cele două tensiuni de la 
capetele sale şi greutatea sa Scriem condiţiile de echilibru pe axe: 
T(a + de) cos (0 + d0) — T(o)cos0 = 0. (3) 
T(v-- dao)sin(0 + d0) — T(x) sinü — dm-g = 0 (4) 
Prima ecuaţie reprezintă creşterea (diferenţiala) funcţiei d şi ne 


spune că această funcţie este constantă : 
1 


T cos 6 = T- = 0 = To. (5) 
[+ y? 
Proiecţia tensiunii din lanţ pe axa orizontală este constantă si egală cu 
tensiunea din punctul de minim. 
A doua ecuaţie se retranscrie "v 


d(T sin0) = dm-g sau (m E x) = 2 gds = Agdal1 Fy” 


Fig. 170R Fig. 1258 


yı a 
și ținînd seama, de (5) se retranscrie astfel : 
Tăy= gda I F y”. (6) 
Notind y’ = p, variabilele se separă şi putem integra 


T, 


== | dr, [CA 
T,argsh p = 


unde constanta de integrare c se determină din condiția că în punctul 
de minim g = 0 avem y' = p = 0, deci € = 0, (arg sh0 = 0). Rezultă : 
argsh p = à gæ/To, P = y' = sh( ga; To). (8) 
Integrám mai departe: 
( : To Vus 
|a = y= tai To) do = —* eh(* ga To) + C'. 
g 


A 


Este comod sá alegem constanta de integrare C' — 0 si sá notám 


b = T/g) = TIG, (9) 
atunci 
y beh Z = D (en + e), (10) 
b 2 


această curbă se mai cheamă curba ,,lántisor", minimul ei y„=b (pentru 
v = 0, ch0 = 1). 


b) Tensiunea din lanț se găseşte imediat din (5) si (8) : 
T = TIF y? = T, |n + 2 = Toch- 
(1) 
y i G 
= To = gy x? 
Sá calculăm lungimea lanţului: 


ds = dal1 + y? des (as s LLLI 


Dacă măsurăm lungimea arcului de líntisor de la punctul de minim, 
atunci pentru œ = 0 trebuie să avem s = 0, deci C = 0: 


s— bsh Č. (12) 
b 
Putem găsi o relaie între coordonatele capetelor lanţului (+ 2, yo) și 
lungimea lanţului / și săgeata f : 


= bene , fog —b = beh? — — b. (13) 
Ştiind cá 
ch2z — sh?z = 1, (14) 
güsim : 
(ue mea ina Bs 
b = P (P4 — f?) = TOS). (15) 
Pe de altă parte tensiunea la capete este: 
G 
T, = Toch = T,” = A gy = P gy = gy. (16) 
b b l l 
Putem exprima pe y, prin l gi f: 
y = breh? De = v(i + sh? Tel (: dice b? 4-04, 
b b 4b? 
inloeuind pe b din (15) rezultă 
1 
Jo — 5p (PA cJ. (17) 
2f 
Atunci din (9) si (15) gásim 
bG TETEN y LG 1 2 2Wj 
T, — a of (64 — PG, T. 7 Yo "3f (24 + fPG. (18) 
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€) La limita lunecării verigilor de la capete, avem : 


T, = Ta = pIu =a T/—Y T. + T, = Ta LE -— 


T 


(19) 
= T4[coso = G/(2 cos q), 
A T, = ul 5 
benc bes (20) 
Pe de altă parte din (16) si (13) : 
G G a 
T, yo = —b ch — = 
oer b 
PENNA. RR 2E. 
2b sh(£o/b) b 2th(ag/b) 2c089 
de unde 
th(zo/b) = cos 9, ob = arg th cos e. (21) 
Dar să ne amintim că 
arg th z = — In Lt (22) 
2 1—a 
astfel încît, tinind seama de (20): 
1 1 + cosg ul „9 ul 9 
gy: b — lIn — E = C. In ctg = E Incetg -> 
? 2 1 — cos ọ 4 "g 2 3 2" 
de unde rezultă distanţa cerută dintre capete: 


d= 20, = ltg eInetg 7. 


** 1.7.52. Vom neglija deformarea transversală a barei. Sá considerăm 
în absenţa gravitaţiei și a deformárii un element de bară de lungime dz, 
" m : A x A i 
masă dm = dz situat la distanța z de capătul superior. Datorită 
greutății secțiunea din œ se deplasează cu u(z), iar secțiunea din v -+ dz 
se deplasează cu u (2 + dz) şi deci elementul dz va deveni : 
dz + u(2 + dz) — u(s) = da + du, 
alungirea sa este du si alungirea relativă : 


du 
(2) = —. 1 
( dz a) 
Dar conform legii lui Hooke 
F 
c(z) = -— = Ee(c), (2 
S; (2) ) 
unde F = T(x) este tensiunea din bară in secţiunea æ. Este evident că, 
T(x + da) — T(x) = dT dm-g — 7 de, 
de unde prin integrare 
m ( m 
yr T rye — ga + €, 
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unde constanta de integrare se determină din condiţia la margine: 


pentru z = l avem T(I) — 0: 0 * gl + C, C = mg, 
T(z)— "(1 - 7). (3) 
Legea lui Hooke (2) dá acum : 
du(2) 1 1 D] 
s(a = T(2) = mg|1 4 
DE cue Ri Es o r} (4) 
de unde du(a) = — E. mg(1 — = dg, 
T 1 0 


1 Ei 1 Ld 
du = u m 1 le p — — LU 
| ES, Á( i ) CT ES, ZU 2l ) KT 


vnde constanta de integrare ©’ se determină din condiţia la margine: 
pentru z = 0 avem w(0) = 0, deci €' = 0; 


mg g? " 
uls) = —-|[z-—-——]. f 
l = Es, ( ET ) » 
Alungirea totală se obţine de aici imediat punind e = 1: 
d 
Al = u(l) = PI 6 
O= 30$; (6) 


ca şi cum forța de greutate mg ar acţiona la mijlocul barei in CM si deci 
acţionează numai asupra jumătăţii superioare 1/2 a barei, cea interioară, 
ieşind din joc. 


Fig 1753R 


1.7.53. Să considerăm un strat infinit de subţire de grosime dy situat 
la distanţa y de planul median de simetrie. Acest strat suteră alungirea 
; — — RO 
relativă, e(y) = (E —)9 E | (1) 
RO R 

pentru y > 0 stratul este comprimat, iar pentru y < 0 este alungit. Știm 

că lucrul mecanic efectuat la tracţiunea barei raportat la unitatea de 

volum, egal cu densitatea de energie potenţială de deformare elastică, este 
aW 1 ; 
err cien (2) 
di 2 

Prin urmare pentru stratul considerat 


aw = Lgeav 2 1p V gay. 
2 2g 


ke 


Integrám pe tot volumul benzii : 
Lu 


dp = d E asp et es: 
2 R? 24 R? 
ip 
În particular, dacă curbăm banda într-un cere complet 
W=} mp la. 
6 l 


—— 1.8. Mecanica fluidelor 


Hidrostatiea 


a) Nivelul nu se schimbá, b) nivelul scade. 
Se va ridica. 


awi 


S 
4.5. Ap ~ E e gh ~ 30 MPa = 300 atm. 
: [ 


8.6. M = phrR? — m. 
4.7. Ah = — F/(Spag) = —10 em (scade). 


Manson 


(3) 


t: l= 2aR: 


(4) 


La cel tronconic, deoarece prin răsturnare eh va creşte, 


Nivelul apei creşte, iar nivelul superior al uleiului scade. 


Fg fd 4R Pi 18158 
1.8.8. m = eoe, Sh: (po — P) = d kg. 
1.8.9. m = (pa — P) Sh = 20 kg. 
1.8.10. c = po(h + d))d = 1,6 g/cm’. 
1.8.11. pı = pa(G — G) : (G — Ga) = 800 kg/m?. 
1.8.12. Nu se schimbă; F'/F = (g + a)/g. 
1.8.13. m, = eVa](g + a) = 7,8 kg. 
1.8.14. F = F; : (1 — s[S). 
1.8.15. 2 = mi(orR?). 
1.8.16. S = AF/(egAh) = 6,25 cm?. 
1.9.17. h = (m + mj/(98e) = = 10 em. 


CTE 
S ia ZZZ pital 
| SS 


Fg. t816R . Fig.181R 


1.8.18. z = m8; : [e($1 + 8,)8,] = 0,73 m. 
1.9.19. 2 = (S — Sy)/CeSS,). 


Fig fta Big. 4ER 
1.8.20. A = hes/(e98), manşonul rămîne scufundat „la fel in apă. 
1.8.21. H = MDj) — 1)+h= 7,6 cm. 


Fig AIR Fg 10278 
1.8.22. Ah = mAe: [e(e + Ag)S] x mAe/(e?^S) = 2,0 mm. 
1.8.23. Ah = (ph — poa) : Pm = 5,1. mm. 
1.8.24. V/V = (p2— e): (P2— P1) 


1.8.25. F = ceghS + mg — F4. 
** 1.8.26. Fie p = kz?. Să luăm un strat infinit de subțire la adîncimea 


4, de grosime da, avînd deci masa 
dm = e(z) dV = p(o)Sda = Skads. (1) 


Fig 18268 


i9 


Prin integrare găsim masa lichidului pînă la adîncimea c: 


5 | sraao = Sk ja = E Ska?. (2) 
o 


247 


Se poate integra si nedefinit : 
m = tZ = Vorne = x Ska? + €, 


unde constanta de integrare € se determină din condiţia la margine: 
pentru æ = 0 avem m(0) = 0, deci € = 0. 
Masa totală va fi (z = A): 


M = = Skh?. (3) 


Condiţia cerută : 


, Ys M 
m(h') = ks Skh'? — za 
de unde NS 
= hg 2 = 0,9 A. ^ 


1.8.27. a) æ = l (1 — VI = fleo) = 70 em, b) sina = A [I1 =F 
» a = 30°, c) u = tga = 1y3 = 0,58. 


I po] 


t 


Fig. 1827R 
1.0.28. b [b = 1 + (20— po) V/m = 1,52. 
ni 


[mi + ma — (Va + V,) (Po fe Ah)]: (AV) = 12,5 em. 
(**) 1. B. 30. Ma "în cazul cubului, considerăm un Strat infinit de subtire, 
de grosime d, aflat la adîncimea g si dezlocuind masa de fluid 


dm = g(z)dV = (po + ka) Sdr = (e, + ka) da. 03 
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Notám cu H adincimea la care se află centrul cubului. Integrăm : 
Hel 

H2 1 H +1/2 

m = LZ = (po + ka) l Ax = pol? z| + ke — a 


in-i a iH—1;2 


Il 


H-ij2 


= gil + ut: A 2g = = (eo + kH)V. 


Masa de fluid dezlocuită fiind egală cu masa cubului, rezultă 
H = (m — gyV ) : (kV). (3) 
b) În cazul sferei, vom folosi proprietatea de sumetrie a sferei, rationamen- 
tul de mai jos fiind aplicabil şi cubului. Considerăm două straturi intinit 
de subţiri de grosime dz așezate simetric faţă de planul ecuatorial al sferei, 
ca in figwă. 
dm, = [pp + k(H — v) JAV, dm, = [po + k (H + 2)]dV, 


i m 
dm, + dm, = 2(gy + kH)QV, 


deci suma celor două mase dezlocuite nu depinde de x si insumindu-le 
găsim : 
gi : 


9 


m 2 ie ta (eo + KH) V, (5) 


rezultat identice pentru cele două corpuri simetr 
IH = (m — fV): (bV). (6) 


Observăm că si in cazul cubului se poate face evident ace raţionament. 
De asemenea, putem lua elemente foarte mici Am, Av, etc, si rationametul 
rămîne valabil, deci problema se poate rezolva și fără calculul diferențial 
si integral. 

* — 18.31. Presiunea din dreptul dopului se poate considera ca fiind 
compusă din presiunea pọ = H +- ọgh de-a lungul axului cilindrului, 
plus presiunea inerțială datorită rotației. Considerind un element dm 


it Fig ibim : 


ca în figură, avem ecuaţia principiului II al mecanicii pentru miscarea 
circulară, pe direcţia radială, centripet : 


dF =[(p + dp) — p] àS = dm-o?z =p dS dz o?r sau dp =pozdr, (1) 
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de unde prin integrare [limitele de integrare se corespund astfel: 
(2—0,p— Po (v, 2»): 


2 H 2m2 
dp = Vee?zdz sau p — po = M rej, 
în d ^ 


Ld 1 
pla) = H + egh-p pote, p(R)-— H+ pgh + — pote. 
Se poate integra şi nedetinit : 


dp 4 po?z da = L po?r? + C, 
unde constanta de integrare se determină din condiția la margine: 
pentru v» = 0 avem p = po = H + pghħ, deci CO = pe. 
Cu cilindrul în repaus avem la limită condiția de echilibru pentru dop : 
F + (H + ẹgħ) S — HS — F, = 0, (3) 
unde F, este forța de frecare. În cazul rotației avem pentru dop : 


S + F; — p8 2 mo*R. 
Elimtnind F, si înlocuind p, rezultă : 


n = zl : (mR4- SoR?/2)]/? = 16rot;s. (5) 
T 


1.8.32. vó = vopo: (p — fo) = 10,0 m/s. 
1.9.33. p = (Po + mg[S)(1 — Ahjh) = 90,0 kPa. 


Hidrodinamiea 
1.0.34. e = [/2«P](e8) = 6,4 m/s. 
1.9.35. f — POS = 5,0 N. 
1.8.96. P = 8Q?: (x?D!o?) + Qgh = 1,0 W + 49 W, P' = Qgh = 
=49W < P. 
1.8.37. P'|P = VI — h]H; P"|P — 1 4- JH. 
(*) 1.8.38. Fie debitul masic al apei 
= Sv. a) 
Pentru a calcula forţa exercitată asupra paletei vom calcula variaţia 
de impuls pe unitatea de timp: F = T l În timpul dt masa de apă 
care ciocneşte paleta este Qdt şi variația sa de impuls va fi Q dt(u — v), 
unde u este viteza liniară periferică a paletei. Prin urmare forța : 
F = Qw — u) = Soo — u) (2) 
și puterea 
P = F.u = Boo — u)u. (3) 
În membrul drept avem produsul a două mărimi a căror sumă este cons- 
tantă, atunci maximul produsului are loc cînd factorii sînt egali : 


v —u = ù, u = «[2, (4) 
deci 
1 : 1 * 
aL agp = ER Seb d ee ei 
Pax I psv? pentru turatia n "€ E 1,00 rot/s. (5) 
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Alttel, cu ajutorul derivatelor : 
P = const. (o — u)u = f(u). 
condiţia de extremum este anularea, derivatei : 


f(u) = 0 = const. (v — 2u), de unde u = 1/2. (7) 
Natura extremului este dată de semnul derivatei a doua: 
i"(u) = 8w(—2) < 0, (8) 
deci avem un mazim. Dealtfel, scriind puterea astfel : 

P = — Kow? + Sv*u = f(u), (9) 
se vede că puterea este o funcţie pătratică al cărei grafie este o parabolă 
care are un maxim (a = — Sv < 0) pentru 

“=| = a NA (10) 
2a 2(—8v) 2 


1.8.39. a = cQv[m = 1,00 m/s?. 

1.8.40. 5 = 2 : (n + 1). 
** 1.8.41. La adîncimea œ presiunea hidrostatică a păturii de lichid 
este p = pgx (presiunea atmosferică se compensează de o parte si de 
alta). Alegem o arie elementară dS sub forma unei fágii orizontale de 
lăţime infinitezimali dz, situată la adîncimea w. Pe această fisie dS pre- 
siunea este p(z) = ego si deci forța hidrostaticá exercitată pe această 
arie: 

dF = p(s) dS = egal da. (1) 
Însumăm aceste torţe elementare, adică integrăm : 
Li 


cb LINE E S 
(ar F | egla dæ = pl ^ 3 eVg 5 mg = 
0 
Fie a, punctul de aplicaţie al acestei rezultante. Trebuie ca momentul 
rezultantei faţă de orice pol să fie egal cu momentul rezultant al tuturor 
forțelor elementare de presiune față de acelaşi pol. Să luăm momentele 
faţă de punctul A, atunci momentul elementar dM al forței AF, adică 
contribuţia fişiei dS, va fi: 
dM = dF -x = pgaldr-z = pgla? da. (3) 
Sumám (integrăm) toate aceste momente : 
Li 


3 
P -f aM | egla*da = ogl- T = ai (4) 
0 

şi egalăm cu momentul forței rezultante (2): 

G 1 

Fem, = erm M = cae 
de unde 
2 
go — Ll, (5) 


adică punctul de aplicaţie este la adîncimea 2/3 din 1, ceea ce era de aşteptat; 
deoarece presiunea, creşte liniar cu adîncimea. 
** 1.8.42. Condiţia de plutire: 


PSH = e,S(H — h), de unde h = H(e, — ej pa: a) 
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În poziţia de echilibru, forța de greutate este echilibrată de forţa arhime- 
dică initialá, astfel încît dacă blocul este cufundat cu g faţă de linia de 
plutire, va apare o forță arhimedică suplimentară F4, = c,Svg impotriva 
căreia trebuie efectuat lucrul mecanic. La o cufundare elementară dz 
se efectuează lucrul mecanic elementar 


AL = Fide = paSgzrda. (2) 
prin integrare obţinem lucrul mecanic total: 
h 
21 
Le | dL -Í c4Sga do = e,Sg E — SH*(p, — e,)*g. (3 
i Ed Pa 


Fig LER Ag. 1842R 


** 1.9.43. În regim staționar de rotaţie a lichidului asupra unui element. 


de lichid de masă dm situat la suprafaţa liberă a lichidului acţionează 
două forţe : greutatea dm:g și reacţiunea normală AN din partea lichi- 
dului (forţele de frecare sint neglijabile). Nu poate exista în regim sta- 
ționar o componentă a reacţiunii lichidului, tangentă la suprafaţa lichi- 
dului. 

Pe direcţia radială : 


1 
dm-gtg0 = dmo?y, ig = —o2y. (1) 
g 
Dar dacă ecuația liniei libere a lichidului din planul Oyz este 2 = 2(9), 
atunci tg0 = dz/dy, deci 
dz 1 T 54 » 
— => o?y, ds = — ot*ydy. (2) 
dy yg g 
Integrăm : 


1 1 
dz = 2 = o*ydy = — oy? + 0, 
g 2g 
unde constanta de integrare se determină din condiția la margine : 
pentru y = 0, avem z = h, deci € = k; 


1 P 

z = h + — o?y?. (3) 
2g 

Aceasta este o parabolă în planul Oyz si din simetria cilindrică rezultă 

că suprafața liberă a lichidului este un paraboloid de revoluție cu 
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axa Oz: 
1 
z =h +> edat + y?) (4) 
2g 


Presiunea într-un punct oarecare al lichidului (7,4,2) (în afară de presiunea, 
atmosferică) este dată de presiunea hidrostatică a coloanei de lichid de 
deasupra, deci 


1 Si. pi 1 2 
Pim y, = an + zt - | 002 = en — 2 + Zeta? 
(5) 
ceeace reprezintă presiunea cg (h—2) pe axa de rotaţie la nivelul punctului 
considerat plus presiunea „forţelor centrifuge” : 


T 


Vo -Í par = | po?r dr = ES por? = e gota? + y?). (6) 
i 2 2 


** 1.8.44. Fie laun moment dat t nivelul lichidului y. După un timp infinit 
mie dł, deci la momentul t + dt nivelul lichidului va cobori cu —dy, deci 
volumul de lichid scurs va fi S'(—dy). Acest volum se scurge prin orificiul 
S cu viteza dată de formula lui Torricelli : 

v = V 2gy : VI — 8187. (1) 
Cum debitul volumie este Sv, rezultă imediat : 

S'(—dy) = Svdt = Sl/2gy at: YI = gS. 

Separám variabilele si integrăm : 


cC DN: 
at S yr— sys 9". VSS = dy. 

S y g 2yy 
reso] 2í(d ns 3 4 

|a =i V5- i | Sy. VS: 2] Vy+0), 
g J Vy D 

unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
t = 0 avem y = h, rezultă € = —Vh, deci 


(se 2 ( 64 (2) 
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Se putea integra si definit (limitele deintegrare trebuie să se corespundă) 1 
Li 


y — 

prd 1 7 ———ur ID pa - 

E t VSI y dy ss: 7) Vy — yh). 
i g) 2Vy g 

Dacă se scurge o fracțiune f din volum înseamnă cá (h—y)S = fhS, y = 
= (1—f)h, deci 


t = V578? i = a —y1—p. (3) 
Dacá S « S', formula lui Forricelli se simplificá : 
a 11 73% KDE 
v = Vă, t 5 "E a —-y1—5. (4) 


Dacă se scurge întregul volum : f = 1. 
(*) 1.8.45. Bătaia este 

v = vt = /2g( — y) V2yjg = NVU — ov, a) 
unde viteza este dată de formula lui Forricelli. Maximul lui b corespunde 
maximului cantității de sub radical a cărei derivată 


h — 2y = 0 dă condiția y = h/2, bma = h. (2) 
Rezultatul se putea obține imediat ştiind că: dacă suma a doi termeni 
este constantă, atunci produsul lor este maxim cînd ei sint egali: 
h — y = y, de unde y = h/2. 
Forța reactivă se obține calculînd variația de impuls pe unitatea de timp. 
În timpul dt iese masa dm care duce impulsul dm-v, deci forța 


dmv i i dm 
F = —— = Qv, | debitul masice Qn = —— 3 
me — g «( 9. = 2 ) (3) 
dar 
Qm = eSv, (4) 
prin urmare, 
P = oso? pS 8:2 1 -—eghS (5) 


(corespunzátor presiunii hidrostatice pe fundul vasului). 
Se putea aplica direct formula lui Meşcerski pentru forţa reactivă : 
F pO Dre de, 
dt 
în cazul nostru (3). 


Fig 18458 


fig 18%R 
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** 1.8.46. Forţa reactivă asupra elementului de arie dS = bdy este 
dată de variaţia (pierderea) de impuls prin această arie pe unitatea de 
timp. În unitatea de timp iese masa de lichid dată de debitul masice dQ,, = 
= pdv care duce cu sine impulsul dQ,.v, deci forța reactivă asupra 
elementului de arie dS: 


dF, = dQ,-v = pd Sv?. (1) 
Conform formulei lui Forricelli v? — 2g(H — y): 
] GF, = pb dy-29(H — y). (2) 
Prin integrare găsim forţa cerută 
ha 


ha 
P, H far, - asy ar - pày = Z2 iar n] = 
hı 


(3) 
= eb.29(h, — D -Là + z 


** 1.8.47. Vom rezolva problema in SR legat de tub. Atunci trebuie 
întroduse forte complementare: pe direcţia radială va acţiona forţa cen- 
trifugá mo?r. Vom considera fluidul ideal (incompresibil şi lipsit; de visco- 
zitate) si vom aplica teorema variației energiei cinetice .Într-un timp 
infinit mic d/ prin orificiu iese o masă elementară dm, totul se petrece 
ca și cum din secţiunea S" dispare elementul de masă dm cu energia cine- 
tică dmw'2/2, iar în secţiunea S apare elementul de masă dm cu energia 
cinetică dmv?/2, toate celelalte porţiuni intermediare de fluid neinterve- 
nind, deci ca $i cum elementul dm a fost transportat în timpul dt din sec- 
fiunea S' în secţiunea S sub acțiunea forțelor centrifge. Scriem că variația 
energiei cinetice este egală cu lucrul mecanic efectuat de forţele aplicate. 
În SR considerat lucrul mecanic face numai forţa; centrifugă : 
Li 
21 
= dmr? — i dmo'?— | dm-o?r dr = dm-o2 7 = E dm o*(2lao — a?). 


l-z 


a) 


| Fig. 447R 


Lichidul fiind incompresibil, ecuaţia de continuitate dá (debitul volumie 
este același peste tot): 

S'o = 8v. (2) 
Din cele două ecuații rezultă viteza de curgere în momentul cînd coloana 
de lichid are lungimea z: 


v = ols — æ :y1 = S382. (3) 
Într-un timp infinit mic dt se scurge un volum elementar de lichid 
dV = Sv dt = S'v'dt = — S'dv, căci v'dt = — da, (4) 
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unde g este lungimea coloanei de lichid la un moment dat, iar v este dat 
de (3). Separăm variabilele şi integrám : 


a= E 4e  — SYI— 818: as (5) 
S v Sol 21a — a: 
Calculăm separat integrala : 
da 
——————— = arecos [1 —-—]+C, (6 
| Pola 2t ( 3 
atunci 
wi ET NE 1 | s'*[s? — 1 [are cos (: — x] -+ el (7) 
[9] 
unde constanta de integrare se determină din condiţia iniţială: la 
i=0 ee, æ = h; rezultă C = — arccos (1 — AJl), 
= LYSUS-I 28? —1 [are eos (1 — kj — arc cos ( — tjl (8) 


Se MU integra si definit (limitele de integrare se corespund) : 


— V S'2/8* — 1- are eos ( — sai E 


[2] L 
Punind condiţia ¢ = 0, găsim timpul cerut de golire: 
a VS'2]8* — 1-are cos[ 1 — H) a ÎS. arc cos (: — t) (9) 
[ l o S8 l 


** 1.8.48. Trebuie efectuat lucru mecanic împotriva forței arhimedice 
care excede greutatea, deci împotriva forţei ascensionale. Sá calculăm 
forța arhimedică dacă adîncimea de cufundare este y. Ea este egală cu 
greutatea volumului de lichid dezlocuit, adică a calotei sferice : 


Pa = aun yX3R — y) (1) 


» 


a Fig 18453 
(vd. figura). Condiţia de plutire dă: 


mg = eg " h?(3R— h). (2) 
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Lucrul mecanic cerut : 
L = | (Pa — mg) dy. (3) 


H 
a) L =f a [3Ry? — y? — 3Rh? + h°] dy = 
k 


(4) 
= = eg(H — hy [4R(H + 2h) — (H? + 2Hh + 3h?)]. 
Punind aici H = R, găsim 
Le => eg(R — h)s(R? + 2Rh — 12), (5) 


pentru orice he [0, 2R], L>0. 
b) Punem în (4) H — 2i: 


L, = lc (QR — IER + 3. (6) 
e) Punem în (4) H — 0: 
L= 5 egh*(8R — 3h). (7) 
2: 3 h 2R 
4) La: dud M. M 
d D ui 
(8) 


= ru. eg(.& — h)(2R? + 28h — h?). 


1.9. Oseilaţii si unde 
Oscilaţii mecanice 
1.9.1. t = —aresiaf; pentru f=- 1/2, t = 2712. 


^T 


1.9.2. t = Zare cos, pontzu n = 2, t= T|[6 = r1 Vijg = 0,33 s. 
T n B 


1.9.3. a = W Rig > ta = SVR. 
1.9.4. = D(T,T—1) = — Df: (1 + f) = —8,65 (intirzie). 
1.9.5. cosa = 1 — — 9 (270)? : (gT)? sau sin = zv/(gT), a = 60°. 


1.9.6. Scripetele nu se roteşte, deci perioada coincide cu perioada 
pendulului simplu gravitatioual. 


17 = c. 73 257 


1.9.7. T = 27 ll, (gd) = 1,0 s. 


1.9.8. a = (1[n?)Lg : (47) = 1[n?, n = 1,2,3, ... m/s?. 
1.9.9. N = [(1z/2U: (gtg «)] = 3. 
* 1.9.10. T = 2z|/1/g ; decarece acceleraţia g si perioada T se schimbă 
foarte putin, putem caleula variatiile lor ca diferentiale. Calculám derivata 
logaritmică (adică logaritmăm și apoi diferent(iem): 
dT /— i dg 
T NE 
Conform principiului superpozitiei cimpul gravitational deasupra zăcămin- 
tului poate fi calculat ca suprapunerea cimpului creat de Pămint consi- 
derat global omogen de densitate pọ: 


3 ám 
fo = MR: = The R (2) 
şi a cimpului suplimentar creat de zăcămintul sferic considerat de den- 


sitate p— po: 
47 


Ag = yle — po) port]? (5) 
Prin urmare: 
AT lAg | 1 «e zyím 5 gp dm 17] E 
T 2g DR 7 ii [rea] 
E 3 
Ex 1 e: x 10-4 = 10-2 91. (4) 


1.9.11. t = 7/3 = 0,10 s. 
1.9.12. T = 27V Al]g = 0,40 s. 
1.9.13. ay = g/(47?v?) = 6,0 cm. 
, , mg " ] 
1.9.14. v= |2 (^ jd: A = 7,0 mjs. 


1.9.15. F, = F,/2 = 100 N. 
1.9.16. T = 257 Vali = 0,31s. 


1.9.17. T'|T = VI mm; A'JA — Vi m'[m| = 3,0, resp. 1,0. 
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1.9.18. T = 2l m, Af(m,g) = 0,31 s. 
1.9.19. A = [mg|k — sol, Len = M9/k Lmin = Xo; Emx = 2mg[k — d 


dacă z, « mg|k ; Emn = 9m4|k—2, Lmax = Lo dacă a9 2 mg; Q = F kA?, 


Fig 1924 


I 


1.9.20. În ambele cazuri: Nmax = MJM + 2m): (M + m) = 
= 1,33mg = 6,54 N, N min = mgM:(M + m) = 0,07 mg = 3,21 N. 
1.9.21. Qis Qymi|mi = 200 mJ. 


1.9.22. A = m,g[k = 10 em, Q = - L paz = = 50 mJ. 


1.9.23. A = m,g/k = 10 em, Q = k. y! 2/2 22:0,50 J. 
i 9. 24. a a) d = = mg|k = 5,0 em, Aj = yo — mg] lk = 5,0 em, resp. 15 
cm, v' = tom! (m + m')= 1,5 m/s. b) y;— m'g|k = 5,0 em, A; = 
= (m4 m Djk. v =15 em, resp. 
A2 = l(As F 2? F (m + mo? = 25 em. e) Q = kA'?/2 = 0,11 J, 
resp. 0,31 J. 
1.9.25. y, 


a = (m + M)g/k = 15 em, vg = k*(ys — ya) : (m + M) = 
h = ya + 2/09) = 21 cm, A' = [Mo + (Ia —mg]k)* ju 


1.9.26. t = l/2m(g — a)i(ka) = 0,10 s, au = T (g + Ya(2g —a)) = 


* 


> 


Fig 19388 


fig 322 


= lem, A = Y^ la(2g —a) = 42 em. 


=1 


u = k($,—585,)/(mg) = 0,090. 

.« A = dk; : (i + ka) = 2,5 em, 

Cm = kad : | mki + ka) = 1,0 m/s. 
1.9.29. t = Lies + ml) = 2,3 s. 


1.9.30. A -e( sin. — sin =) —0,33 m, T-4|/ (n -sin ). TT 
2 2 2 2 


„50 8. 
1.9.31. b = umg/k 


2,0 mm, (2n—1)) < A < (2n + 1), n = 20, 


(umg < kl). 


[o? cos «]—— 


s = [kA — (A—2nb)?] : (2umg) = 1,64 m, t = nz lm[k = 2,84 s. 
1.9.32. sı = vlug) 1,00 m, = 2-VUag)=1457 5; b)s,=s,/2—1)= 
—0,1 m, t, — h2 = 0,78 s. T 
1.9.33. T Tug) = 0,78 s, v, = Magi = 0,49 mys. 
1.9.84. z= Ta ug) axesin(V ugl;v;) + Yi — ugll(ug) = 1,8 s. 
1.9.35. t =x : Vbgcosa = = 1,85 s; s = (2/b)tga = 1,117 m. 
1.9.36. o = = Vim + ugil = 5,0 radjs , resp. 4,0 rad/s, 
19.397. 7^ —— e| 1— c» are sin A — 0,60 s. 
2 T A 
4 u zi x]. A 
1.9.38. a = 4 sin [a -:n5] -— à 
1.9.39. 7 = a-2z|//m]k = 0,3-n, s (n € N). 
1949. <= mM : [k (m PF 2D] = 1,4 s. 
1.9.41. A = x VI + 24zjng) = 31,5 em. 
1.9.42. A'JA = -Varzü (M X m) = 0,80. 
1.9.23. A = ug(m + P (2l: = 10 cm. 
1.9.44. F = (M + myg = 14,7 N. 
1.9.45. u > 2T : (QM -- m; + mg)g] = 0,40. 
1.9.46. T = 2l i + Mj2):k = 0,62 s. 
1.9.47. T = 27 (m + 4M) : k = 1,26 s. (I neglijabil). 
1.9.48. a) A = ug: [o? *(sina-4- uc084)]—1,2 mm; b) A—9: 
= 3,6 mm. 
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ex 1.9.49. Legea fundamentală a mecanicii se scrie astfel : 


F = ma, unde a — jj $i F = — ky + kA, sin Qt. (1) 
Obtinem ecuaţia diferenţială 
mij + ky = kA, Sin Qt. (2) 


Această ecuație liniară (in y si în derivatele sale) cu coeficienți constanti 
şi cu partea dreaptă are ca soluție generală suma dinte soluţia g generală 
a ecuației fără partea dieaptă plus o soluție particulară a ecuaţiei com- 
plete. Soluţia generală a ecuației (2) fără partea dreaptă mij + ky = 
este binecunoscută : 

y — A sm (et + a), o = Viim, (3) 
unde A (amphtudinea) si « (faza iniţială) sint determinate de condiţiile 
iniţiale. 

Soluţia particulară a ecuaţiei complete (2) este de același tip ca si 
funcţia din partea dreaptă : 
y = B sin (Qt + B). (4) 
Caleulind derivata 
— Q? B sin (Qt + 8) (5) 
și introducînd-o în (2) trebuie să avem identie : 
mQ? D sin (Ot + 8) + EB sin (Qt + 8) = 
de unde rezultă : 
B—0 si B = kA : (k—mQ?) = A, : (1—0?/o?), (6) 
deci solutis particulară 


Ao sin Of, 


y = E S sin Qt, (7) 
122 2%? 

Datorită pierderilor mevitabile de energie din sistem (datorită frecărilor), 
în locul oscilaţiilor sinusoidale (3) vom avea de fapt oscilaţii amortizate, 
care după un anumit timp, pînă la urmă, dispar si rămîn numai oscilatiile 
„torţate” de tip (7) (cu termen corectiv pentru frecári), oscilaţii care repre- 
zintă regimul permanent de oscilație (cu amplitudine constantă si cu frec- 
venta Tortei exterioare). Se vede cà pentru Q < o bila şi punctul superior 
oscilează în fază, iar pentru. Q > e — în opoziţie de fază. La rezonanță 
Q >o, amplitudinea oscilatiilor tinde la infinit (fiindcă n-am ținut seama 
de pierderile de energie). 
* 1.9.50. Fiind vorba de micile oscilații vom considera unghiul « foarte 
mic, ceeace ne permite să facem aproximatiile de mai jos. Energia cinetică 
a halterei se obţine considerind o rotaţie infinitezimalà a halterei cu viteza 
unghiulară e = & la limită în jurul CM, astfel încât vitezele bilelor sint 


i "e SA 
v=- 0 -—--& Și energia cinetică : 
2 2 
1 1 Teg 
E. 2. — mv? — — m! — y&?, y = m2. a) 
2 4 2' C 


Analog, energia potenţială (luînd CM): 

E, = (2m) gh = 2mg [Rasinz — (R—Rcosa)]. (2) 
Pentru a obține E, pină la aproximatia de ordinul II trebuie să luăm 
sinaz x și cos xz 1 — a2/2, ceea ce dă 


E,-—2mg[Ro? — R + RU 


?/2)] = mgR x za x = P2mgh. (3) 
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Ín aproximatia de ordinul I E, = 0, ceeace justifică si aproximaţiile 
de la calculul lui E,. Reamintim următoarele : 

Dacă un sistem are un singur grad de libertate caracterizat de coor- 
donata generalizată s, atunci E, şi E, se seriu : 
: dr s d A 

E. = ES pie P,— uoxst (4) 


xr 


unde pj este ,masa" si x — „constanta elastică” corespunzătoare coor- 
donatei s. Atunci, sistemul fiind conservativ, forța generalizată 


d 
PR By 2 33 (5) 
ds ^ 
este de tip elastic si energia totală se conservă : 
= z ^ l is; 1l 
E = E. + E, = x us as? = const (6) 


pe care derivind-o în raport cu timpul, obținem ecuaţia diferenţială eunos- 
cuti a oscilatorului armonic : 

us 8 + zs = 0 sau u$ -L xs — 0, (*) 
adică oscilaţii sinusoidale in coordonata s cu frecvenţa si perioada : 


(5) 


fig. 19508 DEED 


= — 1.9.51. Oscilaţiile fiind de mică amplitudine, unghiul 8 este foarte 
mie și putem face aproximaţiile de mai jos. Energia potenţială a cercului : 
E, = mgh = mg (R—r) (1—cos9), (1) 
dar 
cos0 = 1 — 07/2, 
1 


E, = mg(R—r) 7 20%, x = mg(—r) (2) 
E, este de ordinul II infinitezimal. 
Energia cinetică : 
1 
Fe = ole? (3) 
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unde I este momentul de inerție al cercului față de punctul de contact 
cu cilindrul. Conform teoremei lui Steiner: 
I = I, + mr -—2mr?. (4) 
Viteza unghiulară œ = &, dar trebuie s-o exprimăm prin 6. Observăm 
că prin rostogolire fără lunecăre avem : 
r(a + 0) = RO, de unde prin derivare: 


= (R—r)ð (5) 
și deci energia cinetică 
1 & . 
E;——2mn. p Jj = m(B—r 02 = z 205, u = Zm(R—ry. (6) 


Conform problemei precedente 1.9.59 : 


T = xl ajz = 2xl/2m(R—ry : Ungu —7)] = 2z/ 2(—r)/g = 1,88 s. 
* . Oscilaţiile fiind mici, unghiul 0 este foarte mie si putem face 
aproximatille de mai jos. Problema de față este defapt problema prece- 
denid 1.9.51 „inversată”. 

Energia potenţială : 


E, = Mgh = Mg (R—r) (1—cos0) & Mg(J?—7) e r (1) 


Energia cinetică : 

E, z Io? = È (Io ago = MR, (2) 
unde / este momentul de inerție al cercului faţă de punctul de contact 
cu cilindrul si am aplicat teorema lui Steiner. Conform problemei 1.9.50 : 
R 


T = 27V ux = 2/2311: [Mg(R —7)] = 25 — Y2ut—»)g = 4,0 s. 
?—r 


Pyar SS tar 
TONS 
* 19.53. E, = pgss | z i = 8/8; Lag a) 
1 S8 P , 
Bi (» UN Je „t ( m —Se asus = 
24 Sr Sa 2 $1 + Sa dz: 
1 Si A m Y A i 
2 m S 3 (1 + S,/8,)2? 2 yg? (2) 
T = 2n uje = ou S: + Saeg] — 2,0 s 
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1.9.54. to dani vc 0,9 mm. 
1.9.55. | = Tg : (47?) = 1,0 m. 


Unde elastiee 


1.9.56. c — - (vi + vg) = 15 m/s, e = 2 (w — v.) = 5,0 m/s. 


1.9.57. Faza este aceeasi pentru toate particulele între două noduri 
consecutive şi variază cu z cînd trecem printr-un nod. 
1.9.58. Con cu semideschiderea g = arc sin(e/v), d = hole = 10 km, 


1.9.59. n = el/o/E = 0,065. 
j 1 dm 1 
** 1.9.60. a) w = -= v? = — oov 1 
EN dY, 2 dV, gue a) 
unde dV, este elementul de volum nedeformat (in absenţa undei) şi pọ 
densitatea in absenţa undei (a mediului nedeformat). Dar 


== = = — vÅ cos (kæ + B) sin (et + o), (2) 
W: =}; po 9?A* cos? (kæ + 6) sin? (ot + a), (3) 
deci E 
<w.) = J eoa? cos?(ke + 8). (4) 
+A [ERI h+ 
b) W, = | Får = | [SoEle—l.) : lolde =(SE/lo) | (z—l)d(z — 
i lo i 
S E a 1 i 
1 2 ] 2 TT.2 
l) => pe-o | = SdoE(All Ve, — (0 
ad 0 | = 2 
[^ 
de unde 
on eo Agia ^ 
Mg a tp es (6) 
0 


unde E este modulul de elasticitate (Young), iar e — deformația elastică 
relativá. 

Deformafia e(z, t) într-un anumit punct œ la un anumit moment t 
se calculează astfel (vd. figura). Luám în punctul y un strat de grosime 
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nedeformatá da, transversal pe direcţia de propagare. La momentul t 
el se va găsi deplasat şi va avea grosimea : 

da + uls + drd) — u(x, t). 
Scázind de aici grosimea inițială nedeformatá dz, obținem alungirea 
ul + da, t)— u (x,t) si raportind-o la lungimea inițială nedeformatá 
(1 —lo) : lo = £, obținem alungirea relativă sau deformația elastică : 


ex, t) u(z-- dg, t) — u(x, t) E Qu. (85:8. (7) 
da da 
Știind cá viteza undelor longitudinale 
| c= Ele (8) 
gásim 
1 QUY e s aran 2 
Wp — — Co »] = n C pok?’ A? sin? (kæ + 8) cos? (ot + a), (9) 
2 0x 2 
dar 
k = fe, (10) 
rezultă 
<w) = i po? A? sin? (kæ + B). (11) 
1 
€) (0) = 6) + (0) = poata, (12) 


1.9.61. va = Av: (1—VF,/F.) = 100 Hz. 

1.9.62. v, — Av/f — 1000 Hz. 

1.9.63. Z = ce/(4v) = 0,34 m, = 2y — 500 Hz. 
1.9.64. v, = 3v = 1320 Hz, v,— 3v/2 = 660 Hz. 
1.9.65. N = 105279 — 100, 


pie 


Fi. 1386ER 


= 1.9.66. Probabilitatea de a găsi particula pe intervalul (2, œ + da) 
este proporţională cu timpul dt cit se găsește particula în acest interval: 


[^] [^] 
dP(z) = p(a)da = Cdt, p) = = 
(x) = p(a)de p(o) dud. ^ xa) (1) 
v= t= = = — eAsin(ot + x) =+ AVI q?/ A? EU a?,(2) 


(3) 
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Constanta C se obţine din condiţia de normare : probabilitatea de a găsi 


particula oriunde pe intervalul (—A, A) este 1 (certitudine!) : 


A A A 
1-idP -f p(sjde = | e roin E |= 
. (5) A | 
-A —4 -A 
52.9.5. ds unde € — 2, 
[9] - T 


(1) 


Probabilitatea de a găsi particula la extremitățile a = + A este foarte 
mare fiindcă acolo particula zăboveste mai mult: viteza scade către 
zero, particula se opreşte si se intoarce, pe cind prin centrul g = 0 parti- 
cula trece cu viteză maximă (vd. 
* — 1.9.67. Ecuația traiectoriei : 


a) 
or, Qy = oy, d = (3) 
= mă = — mor = — kT, (3) 
forța este de tip elastic cu constanta cuasielastică 
k= mo? şi T= 27 ml. (4) 


we 1.9.68. În SR neinerţial legat de lift trebuie să introducem forţa 
complementară —ma. Ecuatia fundamentală a mecanicii se scrie atunci 
astfel : 

ma = — kæ + mBt sau x + os = Bt, e? = k/m. (1) 
Soluția acestei ecuații diferențiale cu partea dreaptă este egală cu soluția 
generală a ecuației fără partea dreaptă plus o soluție particulară u ecuației 
complete. Soluția generală a ecuației fără partea dreaptă este binecunoscuta 
oscilație armonică 


æ= A sin (et + a) (2) 
cu două constante de integrare A (amphtudinea), « (faza inițială). Soluția 
particulară a ecuației complete este de obicei de acelaşi tip ca si partea 
dreaptă. În cazul nostru se vede imediat că 


z = & i (3) 
gt 
verifică ecuaţia, prin urmare 
æ= À sin (ot + a) 4- e A (4) 
ú 
v — X =w Å cos (ot + a) + Bjo. (5) 


Determinăm constantele de integrare din condițiile inițiale : la t = 0 avem 
g= 0; 0 =m 


0 = A sina, 0 — oA cosa + B/o*, de unde x = 0, A = — B'o’, (6) 
B . "— 
g= và (ot — sin ob, o = Vija. (7) 
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+*+ 1.9.69. Ecuațiile diferenţiale ale mișcării : 


mă = — kæ 4+- F pentru t< 5, 
mă = —ks pentru t> =. (1) 
În primul caz putem scrie 
" k 
(æ —F[k)" 4-— (a — FIR) —0. (2) 
m 


Aceasta este binecunoscuta ecuaţie diferenţială a oscilatorului armonic 
cu soluția, 


æ — F[k = A cos (ot + a), o = Vhim, (3) 
v = $ = — wå sin (et -+ a), 


unde constantele de integrare A, a se determină din condiţiile initiale : 
la t = 0 avem g = 0 ṣi v = 0: 


—F |k = A cosa, 0 = — wA sina, a = 0, A = —Fjk. (4) 
Atunci soluția devine 
p =z 
s = x (1 — eosot), o = Yk[m, t< =z. (5) 


În al doilea caz soluţia este cea a oscilatorului armonic ; 
v = B cos [e(t—^) + 8], t» -. (6) 


Pentru t = = cele două soluţii trebuie să dea același w şi v (trebuie să se 
racordeze) : 


p 
2 = — (1 — cose) = B cos, 
k 
. (7) 
Dar = ba = o Sin oT = c D sin. 
V 
Eliminind pe sing, cosf (prin ridicare la pătrat si adunare : 
sin?8 - cos?8 = 1), obținem amplitudinea cerută : 
Fo 2FPI oz] —— 
B= ; 2 — 2 coso7 = — | sin — |, o = Vim. (8) 
k vi 4 


Amintim cá prin integrarea unei ecuaţii diferenţiale de ordinul n 
diferenţial (care contine derivatele funcției pină la ordinul n) apar n cons- 
tante de integrare, care se determină din condiţiile ,.initiale" ca pentru 
o anumită valoare a argumentului, funcţia și primele sale n—1 derivate 
să ia valori date. În cazul mecanicii ecuaţia, diferenţială este de ordinul 
doi (a = X = F/m), deci prin integrare apar două constante care se deter- 
mină din condițiile initiale ca pentru t = tọ, coordonata (funcţia) si viteza 
(prima derivată) să ia valori date (poziţia iniţială și viteza inițială). 
x 1.9.70. Vom calcula energia potenţială gi cinetică a sistemului resort- 
corp în funetie de coordonata e si viteza & a corpului. 

Energia potenţială : 


a 


E, -fras (reas L ha, (1) 
ë ă 
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Alungirile £(r) ale punctelor resortului cresc liniar de là zero la æ de-a 
lungul resortului : 


(n) = O«r«l), (2) 
de unde viteza punctelor resortului : 
or) = £p) — d T (3) 


, 

uS " S m : J 

Energia cinetică a unui element de masă dm’ = — dr va fi atunci 
> l 


(4) 


"EE 
dm’? = > 


7 EX aali 1 Narad qs 
E, = — mi? + ssia 7? dr = (m + 3)? =z pi? (5) 


Frecvența unghiulară şi perioada oscilaţiilor rezultă acum imediat s 
o = Vilu = k : (m + m13), T = 2z|/ (m -F mw ]3) : k, (6) 


ca si eum o treime din masa resortului se adaugă la masa corpului. 
xx 1.9.71. Principiul II al dinamicii se scrie: 


Pd Fig 197 Ra 
a 
ma = — kv —rvo sam mà -pri -+ ko = 0 
a É. us ue 
$-L-—$--—v-—90, (1) 
m m 


unde Vim [m = o este frecvenţa unghiulară a oscilatorului armonie in ab- 
senta forțelor de frecare. Transcriem ecuația astfel : 


#42th E -(5 eri 2) 


m 4m?” 
Primii trei termeni se pot restringe ca derivata unui produs, in adevăr, 


e „2 
(apert/2m))” ens (ime Za n m X enemy a hns e/m a (3 J q etim) 

2m j 2m 2m 
Această derivată se poate scrie dintr-o dată cu ajutorul formulei lui Leib- 
nitz pentru derivata de ordinul n a unui produs de două funcții. Acum 
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inmuljim ecuaţia (2) cu e”?! („factor integrant”) si obţinem 
Ă 2 
(menemn o (E 7) qoem) = o. (3) 
m sm? 
Această ecuație este foarte bine cunoscută : este a oscilatorului armonic. 
S-o transcriem astfel : 
m Fi r? m 
(a eem y". (= a joe Cm) — 0, (4) 
m? 
(j + ety = 0). 
Avem de considerat trei cazuri : 
r? r? ! 
i z > 0 sau o” = o? — ju 20; (5) 
m Am? 
sau r< A mk, 
avem în acest caz ecuația diferențială a oscilatorului armonic cu soluţia 
cunoscută 


a) o? — 


qe = A, cos (wt + a), (6) 
unde A si « sint constantele de integrare ; 
a = Age?) cos (wt + a) — A cos (e't 4- a), (7) 
A es „A gem) 


Acestea, sint oscilaţii amortizare pseudoperiodice cu pseudofrecventa unghiu- 
lară : 


w = Vo? — 72/(41m2) = y km —r] (m3) (8) 
şi cu amplitudinea descrescătoare exponential. Observăm cá datorită 
trecărilor care se opun mişcării şi o intirzie, perioada creşte, deci frec- 
venta scade (8). 

Se numeşte timp de relaxare (sau „timp de viaţă”) a oscilaţiilor, 
timpul în care amplitudinea, oscilaţiilor se reduce de e = 2,718 ori: 


z = Ver. (9) 


| Fg 37185 
b) Cazul o^ —'r^/(4m?) < 0 sau r > 2 mk. (10) 
în acest caz soluția este (vd. problema 1.2.134): 


ga 


Ug etm — A, ch (Fam) — e*t + a) = €, exp flr (4m3) — e*t + 
+ €, exp {VPAM — ot), 


unde se poate trece uşor de la constantele de integrare Ap, x la constan- 
tele Oua. Mişcarea este amortizată aperiodicá (vd. figura): 


g = elem (0 eV mA i Oye VPEA), (11) 
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c) Cazul o? — r?/(4m?) = 0 sau r = Amk, (12) 
este un eaz exceptional (de interes teoretic): 
(merem) — 0, (zerem) = C, ge?" = Ct i Ca 
a = (Cut + C,)e-riem, (13) 

unde am făcut integrări succesive. Mişcarea se numeşte aperiodică critică 
(graficele seamănă cu fig. 1.9.71 R, b). 
xx 1.9.72. Conform principiului fundamental : 

ma = —kv — rv + Fo cosQt sau 2 + d + A a = Po ect, (1) 

m m 


Soluţia, acestei ecuaţii diferențiale liniare se ta din soluția generală 
a ecuaţiei fără partea dreaptă plus o soluţie particulară a ecuaţiei com- 
plete. Soluţia generală a ecuaţiei fără partea dreaptă reprezintă oscilatiile 
libere amortizate, studiate in problema precedentá 1.9.71 : 


a = Aelen cos (V If]m—r:f(4m?)-t + a). (2) 
Soluția particulară este de acelaşi tip cu partea dreaptă : 
s= B cos (Qt + 5), (3) 


unde constantele B, 9 se determină din condiția ca această soluție să 
verifice ecuația diferențială (1); 
& = — QB sin (Qt + 8), ë = — Q?B cos (Qt 4- 8), 


B(k[m — 92) cos (Qt + 8) — x QB sin(Qt 4- 8) — M Qi, 


(k/m — Q2) B cos (Qt 4- 8) +- „ap cos | Q+ 8 4-7 e cos Qi. 
un T E : (4) 
Cele două oscilaţii din stings egalităţii, compuse fiind, trebuie s* dea 
identic oscilaţia din dreapta. Ştim că 
A, cos (wt -+ æ) + Azcos (ot + a) = A cos (ot + «), (5) 
unde 


A, si - As sina, 
A? = Ai + A$ + 24,4, cos (o4— o5), tga = EE tA: A. 


A, COS a, J- Ag COS ap 
Aplicind aceste formule obţinem : 

(Fom)? = (k [m — Q3) B? + (02/m2)02B2 + 2(k[m — Q?) B(r|m)()B cos T 
(cm —(7)B sing + (r/m)Q B sin (B + 7/2) 
(k/m—9?)B cos B + (r/m)QB cos (84- 7/2); 


tga = 0 = 


de unde rezultă 
— rim 


m (jam —Q2): 4 erm te = kjm—Q? () 
Fo P, 221 [f T INT a CU 
T B = — = Z = [4 (Omk 8 
sau x Y m ES = re) Oz’ Vr? (Qm 19); (3) 
f T : k 
tg Xn = Om, X, =— 9 
t nca qut DP (e) 


unde X, = Qm este renetanta inertială analogă reactanfei inductive 
X, = oL (masa m corespunde induetantei L), X, = kjQ este reaetanta 
elastică analogă reactantei capacitive Ac = 1/(00), (constanta elastică k 
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corespunde inversului capacităţii 1/0), Z este impedanta mecanică analogă 
impedanţei electrice (coeficientul de rezistenţă r corespunde rezistenţei 
electrice R). Analogia dintre mărimile mecanice si cele electrice merge și 
mai departe : eiciigaţia æ corespunde sarcinii electrice q de pe condensator, 
viteza v = & corespunde intensității curentului electric i = d, forţa f co- 
respunde tensiunii w, etc. 

Revenim la soluţia generală : 


x= Alem cos (Vk]m—r?/(&m2)4 + a) + 
Fo [ 


" 
+ — tos | Qt + arctg aer) . 10 
Qy r?-F- (Qm —k[Q)* | > Qm—k|Q ae 
9 
După trecerea unui timp suficient de lung, ca ordin de mărime t = 2m 
" 


(timpul de relaxare sau timpul de viaţă), oscilaţiile proprii amortizate 
se sting si rămîn in sistem numai oscilaţiile ,,fortate" (3). Prin urmare, 
la început avem un regim tranzitoriu in care coexistă oscilafiile proprii 
cu pseudofrecventa 


o' = Vi m ram?) = fo?—r*/(4m?) (1) 
8i cu coeficientul de amortizare 
a e A (12) 
2m T 


și oscilatiile forțate (3). După stingerea oscilaţiilor proprii rămîne regimul 
permanent sau staționar în care există numai oscilaţiile forțate (intre- 
ţinute) : 


— ——" (a + arctg — ) (13) 
OV (Qm —k; Q.)? Qm —k[Q 
ETT PRI Matt. Rm sin (o L arctg ——- )= 
yr? +(Rm— kiQ) m—k/Q 
LU cos (o! L7 Laretg 4 j mn cos (o —aretg Bent = 
Z 2 -? Om—k/9 Z T 
—k X.—X 
=” Baar gi dude tg a e EM I Rao (14) 
r , 


Să studiem puţin oscilafiile forțate : 

— Oscilaţiile forțate sint sinusoidale si nu sînt amortizate (sint între- 
ţinute, au amplitudinea constantă), desi in sistem există forte de frecare, 
disipative, care transformă ireversibil energia mecanică în căldură. 

— Frecvența oscilaţiilor forțate este egală cu frecvenţa forţei peri- 
odice aplicate. 

— Amplitudinea si defazajul oscilaţiilor forțate depind de structura 
sistemului oscilant (m, k) si de frecvența forței exterioare aplicate gi nu 
depind de condiţiile inițiale. 

Spre deosebire de acestea, oscilatiile proprii sint amortizate, au 
frecvenţa proprie determinată de parametrii sistemului, amplitudinea 
si faza lor sint determinate de condiţiile iniţiale. 

Puterea dezvoltată de forța periodică aplicată : 

p 


P = f-v = F, cos Qt va cos (Qt— 9) = ^ cos Qt cos (Q£—9) — (15) 
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şi puterea medie (pe o E S 


CP» = A (eost cos (Qt —9)» = 


j2 
^ Cs cosp, (16) 


unde cos ọ este Mr de putere”. Observati analogia cu puterea din 
curent alternativ. 


24 


Bra 


Borat 


Zip. t 


Dacá m enta Q a forței exterioare variază, amplitudinea oscila- 
filor forțate (7) variază si atinge un masim la rezonanţă (vd. figura). 
Condiția de maxim a lui B este anularea derivatei sale. Putem deriva 
doar expresia de sub radical de la numitor în raport cu Q?: 


d : 
——— [Q?r? -- (k—mQ?)*] = r? + 2(k—mQ?)(—m) = 0 
RCS [ (—inQ?y*] ( X ) , 


Q = l/f/Em—r? 2m?) = core f o*—r?(2m?) < o = Ykm. (17) 


Aceasta este rezonanta elongațiilor (analogul rezonanţei tensiunilor in 
curent alternativ), intrucit la această frecvență amplitudinea elongaţiilor 
B este maximă (atunci si forta elastică este maximă). Pentru aceasta 
trebuie ca amortizările să nu fie prea mari : 


r < Vom. (18) 
La rezonanţa elongatiilor amplitudinea maximă este 
F F —r 
Bale N : 0: teo <0. 19% 
=x pkm—raAm) ro? 775 More (19) 


Ca efect al rezonantei amplitudinea oscilatiillo este mai mare decit; elon- 
gaţia statică produsă de forța constantă 7^, : 
Fo Ba. = yk i H 


Baa = 
C La r yi—r'j(smk) 9 yi—rj(&mk)? 


Q = d Vmk = Zyr, (analogul lui Q = z VEO, (20) 
r 
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unde Q este „factorul de calitate” al sistemului oscilant analog lui Q = 
= (4/R)EJC din curent alternativ, iar Z, = mk este impedanfa carac- 
teristică a sistemului oscilant (analogul lui Za = V/L/C). 
Dacă amortizările sint mici, r < lk, rezonanţa este foarte ascuţită, 
Bmax este foarte mare faţă de Ba, (Q > 1). 

După eum se vede din (14) maximul amplitudinii vitezei are loc pen- 
tru frecvenţa 

Q = o = k/m, cînd X = X, — X, = Qm — k|Q = 0, (21) 


atunci 
Fo 
toms = — , (Z> r), (22) 
= 
aceasta este rezonanța vitezelor : amplitudinea vitezei estemaximă, (analogul 
rezonantei curenților din curent alternativ), dar în acest caz amplitudinea 
elongatiilor B nu mai este maximă, ci 


2 F 
Bye? < Bote = iid apu, (23) 
er or 
La rezonanța vitezelor : 
D =o 
Brat mk = Q — factor de calitate. (24) 
Da i 


Prin urmare, trebuie să distingem rezonanța elongafiilor cînd amplitu- 
dinea B a oscilaţiilor este maximă la frecvența (17) : 


ores = lkjm—r'I(2m7) < o = Vk]n—r'i4m^) < o = Vim — (25) 


și rezonanţa vitezelor cind amplitudinea vo a vitezei este maximă la frec- 
vența Q = o = Vtm, egală cu frecvența oscilatiilor proprii, libere, în 
absența amortizării. 

Dacă coeficientul de rezistență r este foarte mie: r < mh, atunci 
cele două rezonanțe practic coincid si au loc pentru frecvența Q 2 o, 
maximul amplitudinii la rezonanță va fi foarte mare și curba de rezonanță 
va fi foarte ascuțită (pentru r— 0, Bmax — co). Din (7) se vede cá defa- 
zajul 8 dintre oscilatiile forțate si forța aplicată este negativ, adică, osci- 
laţiile forțate totdeauna Întîrzie față de forţa exterioară. Cind O < w = 
= Vim, defazajul 8 este in cadranul IV. Cind Q creşte, defazajul 8 creşte: 
în modul. Cînd trecem prin rezonanţa vitezelor Q = w, 8 = —x/2: elon- 
gatia este in cuadratură cu forța, în timp ce defazajul e (14) dintre forță 
si viteză este zero, adică viteza este in fază cu forța si deci puterea, dez- 
voltată (15) este tot timpul pozitivă. Cind O > o, 8 < — 7/2, B trece 
din cadranul IV în cadranul III, iar cind Q —> co, B = — z, adică la 
frecvențe foarte înalte elongatia este in opoziţie de fază cu forţa. 

La rezonanța vitezelor (Q = œ) forța aplicată f = F, cosQt devine 
egală în modul si de sens opus cu forța disipativă de frecare f, = —ri = 
= — rv. În adevăr, din (14) rezultă imediat 


Î,=—ro = — To cos (et — arctg 


i 


Qm-—k| $ 
m i Uu —Fo osot = —f. 
» a 
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Puterea dezvoltată de forța aplicată (analoagă puterii ui din curent alter- 
nativ) este (15): 


P=fo= ; F$ cosQt-cos (Qt — o), 


(p) = E gn coso = r FOZ*, (cos 9 = r[Z). (26) 


Pe de altă parte, puterea disipată (în căldură) (analogă lui Ri? din curent 
alternativ) : 


P, = — fw = re? = r(F2/Z2) eos(Qt — 9), (27) 
Qo =È r Bz = <P). 


În regim permanent sau staționar puterea mecanică medie care intră 
în sistemul oscilant este egală cu puterea medie disipată sub formă de 
căldură. Mai mult, la rezonanța vitezelor puterea mecanică absorbită este 
în fiecare moment egală cu puterea disipată in acel moment : 


P= i F$ costot = P,,Q0 = o, f = —f, (28) 
r 


$i aceste puteri sint maaime, ca si valorile lor medii : 
D 1 NATI P Z ^ D 
(Pom = r [r = (Pm; (Z> 7). (29) 
La rezonanța vitezelor sistemul oscilant se comportă ca un oscilator armo- 
nie ideal: ca si cum n-ar fi forța disipativá si nici cea externă aplicată: 
—f, = m = f = F, cosQt, dacă O = o, deci mă = — ha. 


Energia cinetică si energia potențială ale sistemului : 
g E gia | 


E, = x mv? = x m B?Q? sin*(QOt + 8), 


(30) 


1 i 
B= F ka? = yQnB co*cos*(Ot + B), 


E-E,--E,— i mB?[Q? sin? (Qt + 8) + e? cos(Ot + g)]. (31) 
energia totală devine constantă la rezonanța vitezelor : 
E = Lar dacă Q = o. (32) 
Pi 
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aa ANEXE 


GENERALE 


1. FORMULE DE APROXIMAȚIE 
(Ir e)i-yuc-i...9«1c-eoc-ycvteMv.ee 
dacă 
|a| <1, |y] < 1, ]12] < 3 ..., 
formula se obține desfácind parantezele si neglijind termenii de grad 
superior, care sint mici. 


| — g 1 1 
NN Ros RIL —0, — = LE? 1 a, dacă lol «1; 
1—+2 i g? 


ER ap ee tei A hp dacă [b] < lal, adică |-2.| «a, 
a+b a(l bja) a a jaj 


VI Ev x yi £s 4 h =y/TET = 1 ca, dacă |e] < 1; 


E 
' 


Va X) = Va x bja) = yalı + 2) ayait 
A 2a Ma 


dacă |b| < a, a — 0. 


(L + a) (1 + x) (1. + $3) ... 5 
A or XQ + ys) + yas 


lA Bor ar ee mY — Ya — Va en 


dacă |a| < 1, |y] « 1. 
Mai general: 


Utopia rr Data + ra dacă |æ] < 1, 


r — număr real de ordinul unităţilor, de exemplu, 


Fi l = (i ana 14 FL dacă |a] « 1, (r = — 1/2). 
EP D 
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Pentru alte funcţii: 


F g? 
sin 2 x g — — RD; Cos p xi — m, 
6 
"nde z în radiani, | z| < 1 rad, adică v x 6°, 
360 180 17917 Q = 
1 rad = == = 51717'44",8 zs BDT. 
Zu T 
ex z1 +v, dacă |2| < 1; 
a = e"s z1--zlna,dací|z1lna| < 1; 
ln (1 + £) x æ — 
2. ALFABETUL GREGESC 

alfa a A niu N N 

beta B B xi E a 

gama 1 T omicron o o 

| delta 8 A pi 7 It 

epsilon e E ro e P 

zeta [a Z sigma 0; G 2 

eta T7 H tau T T 

teta 0, 9 [9] ypsilon m Y 

iota t I fi 9 o | 

kapa x K hi * N 

lambda ^ A psi y kd 

miu t M omega [2 Q 

3. MULTIPLI $1 SU BMULTIPLI 
Multipli Unităţi | Submultipli Unităţi 
deca- da- 10 | deci- d- 1071 
hecto- h- 103 | centi- c- 1072 
kilo- k- 10? j| mili- m- 107° 
mega- M- 109 micro- u- 1075 
giga- G- 10? nano- n- 1079 
tera- A 1012 pico- p- 1071? 
peta- P- 1015 femto- t- 10733 | 
exa- E- 1015 ato- a- 10715 
i 


4. CÎTEVA UNITĂȚI DE MĂSURĂ 
Li rul cu simbolul L este definit astăzi ca fiind identic cu 1 dm. 


Anul-lumină: 1 an-lum. = 9,5101? km. 
Parsecul 1 parsec = 30,8 -10!? km. 
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Torrul sau mm Hg este presiunea exercitată de o coloană de mercur înaltă de 1 mm 
Ha temperatura de OC in cimpul gravitational normal ga = 9,80665 m/s2: 


ki m 
itor = 1 mm Hg= [pgh] = 13595,1—5 . 9,80665 — -10 m= 
m? s? 
400 
= 133,322 Pa z 133,3 Pas xu Pa. 


"Densitatea mercurului la 0C: 13595,1 kg/m? si la 20°C: 13545,9 kg/m?. 
Atmosfera fizică : 
1 atm = 760 torr = 101325 Pa = 1,013-105 Pa. 
Milimetril coloană de apă: 
1 mm H,O 29,8 Paz13,6 torr, 


1 atm = 10,33 m H,O. 


Caloria internațională : 


1 calu = - E. Wh = 4,1868 J; 1 J = 0,24 cal. 
860 


Kelvinul, unitate de temperatură termodinamică, este fracțiunea 
1/273,16 din temperatura termodinamică a punctului triplu al apei. 
Relația dintre scările Kelvin şi Celsius : 


T[K] = 273,15 + (p0] = T, 4 t=} +1, 


t 
[4 


unde « = 1/273,15 K-! = 0,003661 K-t este coeficientul de dilatare izo- 
bară a gazului perfect. 


Unitatea atomică de masă : 


masa atomului PC = 1,6605402.10-2% kg = 


= 931,4943 MeV = 1,4924191.10-b J, 
lu = 1,66:10-% kg = 931,5 MeV = 149-102» J, 


iu = 10-?/N,, unde N, = 6,0221361-10? mol-' — constanta lui Avo- 
gadro. 

Mol«l este cantitatea de substanţă (materie) a unui sistem care conține 
atitea entităţi elementare citi atomi există în 12 g de carbon 12.Entităţile 
elementare poi îi atomi, molecule, ioni, electroni, alte particule sau gru- 
puri specificate de asemenea particule. 

Masa molară y. [kg/mol] şi masa moleculară M fu] sint legate prin 
relaţia : 

u[kg/mol] = 10-2 Mfu]. 
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Candela este intensitatea luminoasă, într-o direcţie dată, a unei surse 
care emite o radiaţie monocromaticá cu frecvența 540 . 10? Hz si a cărei 
intensitate energetică în această direcţie este de 1/683 W /sr. 

Becquerelul este unitate SI pentru activitatea (A) unui radionuclid : 


1Bq = 1 s-i. 


Unitatea mentinutá temporar curie : 10i = 3,7-10% By. 
Grayul este unitate SI pentru doza absorbită(D) de radia, ii ionizante : 


1Gy = 1 J/kg. 


Unitatea menținută temporar : 1 rad = 10-? Gy. 
Sievertul este unitate SI pentru echivalent de cauză absorbiti(I^?: 


18v—1 J/kg. 
Unitatea” menținută temporar: 1 rem = 107? Sv. 
Röntgenul este o unitate specială menţinută temporar si folosită, 
pentru a exprima expunerea la radiaţiile X sau y: 
1 R = 2,58:10-4 C/kg. 
Doza echivalentă (B) serveşte pentru evaluarea pericolului iradierii 


i este egală cu doza absorbită (D) înmulțită cu coeficientul mediu de 
calitate Q a iradierii unui țesut biologie : 


Forma radiației Q 


Raze N si y | 1 
Electroni si pozitroni 1 


Neutroni cu E < 20 keV 3 
Neutroni cu 0,1 MeV < E < 10 MeV 10 | 
Radialii a | 20 


Fondul natural al radiaţiei produce o putere a dozei de expunere 
între 1 și 5 nC,(kg.h) sau între 10 $i 50 uC/(kg.an). 


Doze permise maxime : 


Toată viața | 1 an 


3 lun | 1 săptămînă 


| 
300 mSv 50 mSv | 30 mSv | 1 mSv | 


5. CONSTANTE FUNDAMENTALE 


Viteza luminii in vid în sisteme de referință inertiale : 
c = 2,99792458.10* m/s = 3,00-10° m/s. 
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Constanta lui Planck : 
h = 6,6260755-10-?! J.s a 6,63-10-% J.s, 
k = —— = 1,0545727-10-% J.s = 1,05-10-3 J.s. 
Sarcina elementară : 
e = 1,60217733-10- 0 x 1,60.10-"0C. 
Constanta gravitațională : 


y = 6,67259-10-11 N.m?|kg? z 6,67-10 -? Nm? ka? 


Constanta lui Boltzmann : 
l = 1,380658-10-3 J/K = 1,38-10-3 J/K. 
Constanta lui Avogadro : 
Na = 19-3/u = 6,0221367-10?3 mol! x 6,02.1023 mol-!, 
Constanta universală a gazelor : 
R = EN, = 8,814510 J/(mol.K) = 8,3 J/(mol. K). 


Condiţii normale ale gazelor înseamnă : 
temperatură normali: T, = 273,15 K = 0,007C, 
presiune normală : pọ = 101325 Pa = 760 torr = 1 atm. 
Volumul molar al gazului perfect în condiţii normale : 
Vus = RTolpo = 22,4141-10-3 m3mol 22,4 m?/kmol. 


Numărul lui Loschmidt : 


L = py (ET) = N4/V u = 2,68676 . 10% m- e 2,69-10% m-2, 


Permitivitatea vidului : 
e, = 8,854187817-10-1? F/m z 8,85-10-1 F/m. 
Permeabilitalea vidului : 


Uo = 4r-:10-7 H/m = 1,26-10-* H/m, eju, = 1/c2. 
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Constanta lui Faraday : 


F =N, =9, 


6485309-10* C/Eq = 96,5.10? C/Eq. 


Masa de repaus a electronului : 


m, = 9,1093897-10-3! kg = 9,11-10-3! kg. 


Sarcina specificá a electronului : 


e[m, = 1,15881962-109 C/kg z 1,76-10! C/kg. 


Masa de repaus a protonului : 


m, = 1,61 


26231.10-? kg c 1,67-10-? kg. 


an,[m, = 1836,152701 = 1836. 


Masa de repaus a neutronului : 


Mp, = 146749286.10-27 kg = 1,67.10-2% kg. 


m,[m, = 1838,683662 = 1838,7. 


Constanta lui Rydberg: Ro = 


Meet 


—— —— = 1,0973131534-10" m-!, 
8 eghi?c 


Ra = 1,09677583-107 m, R = 1,10-10" m-?, 


Raza primei orbite Bohr: 


4n e fi? 


rı ————— = 5,29171249-10-? m & 0,53. 107 m. 


m,e? 


Lungimea de undă Compton : 


h 


a electronului A, = —— = 2,42631058-10-}?m c 2,43-10-12 m, 
me 
à h i 
a protonului A, = y cx 1,32141002-10-9 m 21,32.10-9* m. 
me 


Raza clasică a electronului : 


e? 
pe 
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47 egm,c? 


= 2,817941.10-5 m z 2,82-10-35 m. 


Constanta structurii fine : 


e? 1 1 


a = —— = — z , 
Arege — 131,006 — 137 


Magnetonul lui Bohr : 


= 0,92740154-10-? A.m? c 0,927-10-?? J/T. 
Magn etonul nuclear : 


uy = <— = 5,0501866-10-?" A-m? e 5,05 10-?" J/T. 


1. MECANICÁ 


1.1. Citeva date asupra Pămintului 


Presiunea atmosferică normală 101325 Pa 
Densitatea aerului uscat în CN 1,2928 hg/m* 
Viteza sunetului in aer uscat in CN 331,4 m/s 
Acceleraţia gravitaţională: normală 9,80665 m/s? 
la nivolul mării şi paralela 45° 9,80616 m/s? 
la ecuator 9,7805 m/s? 
la poli 9 8322 m/s? 
Raza ecuatorială a Pămintului 6378 km 
Raza polară a Pămîntului 6357 km 
Volumul Pămîntului 1,087 10?! m? 
Raza medie a Pámintului 6371 km 
Densitatea medie a Pámintului 5522 kg/m? 
Masa Pámintului 5,983 -10% kg 
Aria uscatului (29,2% din suprafața torestră) 1,49 -108 hm? 
Aria oceanelor (70,8% din suprafața terestră) 3,61 -10° km? 
Volumul oceanelor 1,37 10? km? 
Masa atmosferei 5,27 1015 kg 
Viteza unghiulară medie de rotaţie a Pámtntului 7,292 -1075 rad/s 
Perioada rotației proprii 23 h 56 min 4,1 s 
‘Cimpul magnetic terestru B 5,741075 T 
Momentul magnetic dipolar al Pămintului 8,1 -10° A .m? 
Viteza orbitală medie a Pámintului 29,770 km/s 
Distanţa medie pină la Soare 149,46 -10° km 
Durata anului 365,26 zile 
înclinarea ecuatorului față de orbită 230 27 
Distanţa pină la Lună 384,410? km 
Acceleratia gravita tionalá, pe Lună 1,62 m/s? 
pe Soare 271 m/s? 
Densitatea fluxului de energie radiantá solară pe suprafața 
Pámtntului 1340, W/m* 
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1.2. Densităţile unor substanțe în kg/m? 


| Neusilber 


| 
| Alamă 8400 — 8500 | 
| Alnico 7100 
| Aluminiu 2700 
| Argint 10400 
| Asfalt 1400 
| | 
| Aur 19300 
Ls» 22 carate 17500; 
[is 9. 11300 | 
| Azbest 2400 | 
| Bachelită 1250 — 1340 | 
| Beton 2200 | 
| 
| Cărămidă 1800 | 
Cărbune antracit 1600 
» bitumen 1400 | 
Cărbune de lemn 400 
IT s, retortă 1900 
Cauciuc 940 | 
i 
Ceară de albine 950 | 
» >» laborator 1000 | 
Ceará rosie l 1800 
Celuloid 1350 —1400 | 
Cenusá de lemn 750 
| Chihlimbar 1100 
Constantan 8900 
| Cositor 7300 | 
Cretă 2400 | 
Cuarţ cristalin 2600 | 
>, topit semi- 
| transparent 2100 
Acetonă 792 
Acid sulfuric 
concentrat 1830 
Aer lichid j 
| (—194C) 860 | 
| Alcool etilic 791 
+, metilic 810 
| Anilinà 1020-1030 | 
| Apă de mare 1025-1030 | 
| Argint lichid 930 | 
| Aur lichid 17200 | 
| 
| Acetilenă 1,170, 
Acid clorhidric 1,639 | 
Aer 1,2928 | 
| Amoniac 0,7708 | 
Argon 1,783 | 
| Azot 1,251 | 
Bioxid de azot 1,980 | 
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Cuarț topit trans- 


parent 2200 
Cupru 8890 | 
Diamant 3500 

Duraluminiu 2800 
Ebonită 1200 
Pier 7800 
Fontà 7000 — 7100 
Gelatină 1300 
Gheatá (0°C) 917 
Grafit 2300 

| Granit 2700 
Invar 8000 
Lemn uscat: 

, bambuc 400 
>, brad 600 
Lemn uscat: 

, cedru 550 | 
» fag 750 
>» mesteacăn 700 
» pin 500 
s, stejar 700 - 800 
Manganină 8400 — 8500 | 
Marmurá 2700 
Mercur solid 14190 


(—39*C) 
Mica 2800 — 2900 
8400 

Nichel 8800 — 8900 


Lichide (la 15°C) 


Benzen 850 — 880 
Benzină 700 — 900 
Eter 720-736 
Glicerină 1260 
Lapte 1030 
Petrol 800 
s» lampant 
(kerosin) 780—800 ! 


Gaze (in conditii normale 


Bioxid de carbon 1,9768 
Brom 7,139 
Clor 3,220 
Fluor 1,690 
Heliu 0,1785 
Hidrogen 0,0899 


Solide (la temperatura camerei: 17 23*C) 
(ultimele douá cifre nu sint peste tot exacte) 


Nichelina 8800 
Nicrom 8300 — 8400 
Nylon 1140 
Otel carbon 
(<1% €) 7800 
| Oțel moale 7900 
Parafină 900 
Permalloy 8600 
Platină 21450 
Platină-iridiu — 7 21500 
(90/19) 
Plexiglas 1180--1200 
Plumb 11340 
Plută 200 = 250 
Polietilenă 920 =- 930 
Polistirol 1054 -+1070 
Portelan 2300 
Sare de bucătărie 2100 
Smoală 1100 
| Spat de Islanda 2700 
Sticlá 2400 
| Sulf (amorf) 
| Supermalloy 8900 
Wolfram (sirmà) 19300 


) 


Zinc 


Sulfură de carbon 
Terebentină 

Ulei animal 

» de in 

>» măsline 

Ulei de parafină 
» ricin 


Hidrogen sulfurat 
K:ipton 

Netan 

Necu 

Oxid de carbon 
Oxigen 

Xenon 


7000 -+7100 


1200 
850 -- 870 
900 


950 


1.3. Densitatea apei (în kg/m?) la diferite temperaturi 


| t, *G 9, kg/m? | t *C e, kg/m? | t, *C p, kg/m? 
| j | 
| a 999,5 | 3sau5 999,965 | 60 982,31 
e 999,6 | a4 999,973 70 977,79 
E 999, 7 | 10 999,700 | 80 971,80 
-1 999,8 20 998, 203 90 965,31 
| 0 999,841 | 30 995,646 100 958,35 
| 15007 999,902 || 40 992,21 150 97,3 | 
| 2sau 6 999,041 | 50 988,04 | 200 862,8 
| 
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1.4. Proprietățile elastice ale unor materiale (a 18°C) 


| | 
Moduiul Modulul Coet. Modulul de 
Materialul Young | de lunecare Poisson | compresib. 
E, 101 N/m? | G, 101? N/m? u | K, 10 N/m? 

TE | 4 d 
| Aluminiu 7,05 2,62 7,58 
| Argint 8,27 3,03 10,4 

Aur 7,8 2,7 21,7 
| Bronz (66% Cu) =10 ~3,5 11,2 
| Cauciuc ~0,00032 ~ 0,00010 — 
| Constantan 
| (60% Cu4.4095 Ni) 16,3 6,11 15,7 
| Cuarţ 7,8 2:1 $7 | 
| Cupru 12,98 4,833 13,76 | 
| Fier 21,2 8,2 16,9 | 
| Fontá 11,5 DER! 9,6 
| Manganinà 12,4 4,05 12,4 | 
| Nichel | 20,4 7,9 16,1 
| Otel (195 C) |o 21,0 8,10 16,88 
| Ole moale 21,0 8,12 16,78 | 
| Platina 16,8 6,1 22,8 
| Plumb 1,62 0,562 4,6 
| Stielă ~ü | 341 3,75 
| Zine 9,0 3,6 6,0 
| | 


Gheaţa (—2?C) E= 0,28-10'? N/m?; stejar E= 1,3.10!? N/m?; pin E — 09.10 
Ním?; mase plastice E ~ 0,2-101? N/m?. 


1.5. Goeiicienti de irecare la lunecare 1 


| Bronz pe bronz 0,20 Curea de piele pe roată | 
! Bronz pe fontă de fontă 0,56 | 
(slab uns) 0,19 | Otel pe gheaţă 0,02 
Lemn pe lemn (stejar) 0,50 Oțel pe oţel 0,13 | 
| Lemn pe pămint uscat 0,7 Cárbune pe cupru 0,25 | 
| Cărămidă pe cărămidă 0,65 Fontă pe fontă (slab uns) 0,15 | 
| i 


1.6. Viteza sunetului (în m/s) 


Solide 


cı — viteza undelor longitudinale într-o bară, 
cj — viteza undelor longitudinale într-un mediu nemărginit, 


ct — viteza undelor transversale. 

€ e e 
Alamă 3400 4500 2100 
Aluminiu 5240 6400 3130 
Argint 2800 3700 1694 
Cupru 3600 4700 - 
Fier 5130 | 5900 — 
Lemn 3600 — 4000 — — 
Nichel 4900 | - — 
Oțel 5100 6000 — 
Platină 2800 3960 — 
Sticlă (crown) 5000 5700 3300 
Zinc 3800 4170 — 


Valori extreme: granit 6000 
cauciuc vulcanizat (0°C) 54 


Lichide 
Acetonă 25°C 1170 Heliu —269,8C 179,8 
Alcool etilic 20°C 1177 Mercur 20C 1451 
» metilic 20°C 1122 Petrol 2560 1225 
Aniliná 20°C 1659 Sulfura de carbon 250 1149 
Apă oC 1407 Tetraclorură de carbon 25°C 930 
Benzen 25°C 1295 Toluen 25°G 1300 


Gaze (0°C) 


Aer (uscat) 331,46 Ha 1286 Na 333,64 
CO 337, 0, 315 CH, 430 
CO, 260 NH, 415 
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